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内 容 提要 


数学 游戏 故事 的 花 祥 和 变化 是 很 多 芍 。 这 本 书 应 用 初中 
数 尝 知识 ,把 22 个 有 趣 的 游戏 故事 讲 得 找 显 明白 -丰富 多 采 ， 
使 人 络 外 喜爱 ,你 - " 边 看 ，- 边 想 , 可 以 增加 学 习 数 学 的 兴起， 
还 可 以 从 中 学 到 认识 、 分 析 和 解决 数学 何 题 的 思路 和 方法 。 
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有 些 看 来 很 难 的 问题 ,其 实 简单 得 出 人 意料 。 

航海 家 哥伦布 ， 在 发 现 了 美洲 新 大 陆 之 后 的 一 次 
庆祝 赛会 上 ， 听 到 有 入 说 “这 有 什么 难 呢 ? 叫 几 个 孩 
子 坐 了 船 去 ,也 办 得 到 。” 哥伦布 当场 伸手 从 桌 上 拿 起 
АВ “ЕВЕ ЛАПЫ. ЗЕ 
Ай ЬЫ ТГАТ. 

这 个 故事 ,很 多 人 知道 。 

再 看 这 个 问题 :一 根 绳子 从 上 面 挂 下 来 ,下 边 捡 了 
一 个 茶杯 。 要 把 绳子 剪断 ,不 许 茶杯 掉 下 来 ,办 得 到 吗 ? 

其 实 很 简单 , 先 打 一 个 带 环 的 结 ,再 把 结 旁 边 的 环 
冀 断 ,杯子 当然 不 会 掉 下 来 。 


数学 上 也 有 类 似 的 情形 ;看 似 复杂 ,其 实 简单 。 

有 甲 、 乙 两 只 杯子 。 甲 杯 中 有 10 毫升 水 , 乙 杯 中 
有 20 毫升 酒 。 从 甲 杯 里 用 滴 管 到 出 工 毫升 水 , 放 入 乙 
杯 中 ,充分 搅拌 以 后 ,再 把 混合 液 取出 工 意 升 放 回 到 甲 - 
杯 。 问 这 时 甲 杯 中 的 酒 和 乙 杯 中 的 水 ， 分 量 是 不 是 相 
等 的 ? 要 是 不 相等 ,是 甲 杯 里 的 酒 多 ,还 是 乙 杯 里 的 水 
多 ? 


这 个 题 有 些 晚 人。 其 实 , 根 本 不 需要 计算 ,你 就 能 
回答 : 甲 杯 里 的 酒 和 乙 杯 里 的 水 是 一 样 多 的 。 因 为 甲 
杯 得 到 的 酒 , 正好 等 于 它 失 去 的 水 ; 而 所 失去 的 水 , 又 
都 在 乙 杯 中 。 两 者 非 相 等 不 可 1 

当然 ,这 里 要 有 一 个 假定 , 水 和 酒 混合 后 , 体积 是 
原来 两 种 体积 的 和 。 实 际 上 ,要 是 很 淡 的 酒 ,这 大 体 上 
是 对 的 ;要 是 水 和 酒精 混合 ,体积 就 会 有 所 减少 。 
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还 有 不 少数 学 游戏 ,看 起 来 使 你 惊奇 ,等 到 卉 清 了 
道理 , 却 十 分 简单 。 

这 是 一 副 扑 克 牌 , 共 52 Ж ,把 它 分 成 相等 的 两 登 ， 
一 惨 朝 上 ， 一 答 朝 下 ， 面 对 面 再 合 到 一 起 。 请 你 随便 
洗 上 几 次 后 ,再 分 一 半 给 我 。 

现在 ， 请 把 你 手 里 的 牌 一 张 一 张 地 挫 开 放 在 桌子 
上 , 数 一 数 , 有 多 少 张 朝 上 和 的。 比方 说 是 15 张 朝 上 的 。 

巧 不 巧 ? 我 手 里 也 正好 有 15 张 朝 上 的 ! 

再 玩 一 次 ,15 可 能 变 成 7。 这 里 ， 我 手 里 也 正好 有 
7 张 朝 上 。 

ЗЕЕ? 

朝 上 的 牌 共 有 26 张 ,你 手 里 有 15 张 ,我 手 里 剩 下 
11 张 。 注 意 , 我 手 里 的 另外 15 张 是 朝 下 的 ,只 要 在 你 
不 注意 时 ,我 把 这 一 半 牌 翻 一 下 , 不 就 是 15 张 朝 上 了 
0] 

当然 ,也 可 以 随便 分 出 一 些 , 比 如 分 出 20 张 朝 上 ， 
你 洗 完 之 后 交还 给 我 20 张 。 这 样 ,你 手 里 有 多 少 朝 上 
的 ,我 手 里 就 有 多 少 朝 下 的 , 翻 一 下 , 就 一 样 多 了 。 两 
登 脾 不 一 样 多 ,这 游戏 更 使 人 惊奇 。 

这 个 游戏 里 有 一 个 手法 一 一 把 牌 翻 一 下 ， 这 是 一 
个 偷偷 摸 摸 的 动作 。 下 一 个 游戏 ,可 就 完全 是 真 的 了 。 

把 一 副 扑 克 牌 ， 红 黑 相 间 、 一 张 隔 一 张 地 预先 所 
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好 。 分 成 两 登 ,这 两 登 不 一 定 相等 。 最 下 面 的 那 两 张 ， 
要 一 红 一 黑 。 请 你 把 这 两 登 牌 随便 洗 一 次 ， 然 后 交 给 
我 。 

我 手 拿 这 登 牌 放 在 桌子 下 面 , 你 看 不 见 ,我 也 看 不 
见 。 可 是 , 我 可 以 两 张 两 张 地 向 外 拿 , 这 两 张 , 总 是 一 
红 一 黑 。 就 象 我 手 上 有 了 眼 一 样 。 

是 什么 道理 昵 ? 我 不 过 从 上 面 拿 两 张 罢 了 。 

说 来 也 很 简单 。 洗 牌 的 时 候 ， 总 有 一 张 牌 先 落下 
来 。 比 如 先 落 一 张 红 的 ,第 二 张 不 论 从 哪 登 里 落下 ,总 
是 黑 的 。 因 为 最 下 面 的 两 张 已 经 摆好 ， 是 一 红 一 黑 | 
把 落下 的 这 两 张 拿 掉 , 两 知 牌 的 最 下 面 , 仍 然 是 红 黑 不 
同 。 依 此 类 推 , 直 到 最 上 面 的 两 张 ,都 是 一 红 一 黑 。 

要 是 换 一 个 花样 ,就 更 令 人 惊奇 ,把 一 副 扑 克 先 按 
红心 . 黑 桃 方块 ,梅花 的 顺序 , 一 张 一 张 地 交错 登 好 。 
再 从 上 面 一 张 一 张 地 拿 大 约 26 张 , 放 在 振子 上 和 登 成 另 
一 公使 新 的 一 登 里 的 最 下 面 的 一 张 , 恰 好 是 刚才 最 上 
面 的 一 张 。 把 两 王牌 随便 洗 在 一 起 。 然 后 从 上 面 取 四 
张 ， 这 四 张 必然 花色 不 同 ， 再 四 张 四 张 地 取 ， 花 色 仍 
然 不 同 ! 

你 能 说 明 其 中 的 道理 吗 ? 
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НЙ Е Е. ЕВЕ ЕНЕНЕ ЛН. Ж 
ЖЖ ОЕ 

ЛА, ВИ. 

小 牛 和 小 马 、 小 羊 在 一 起 做 游戏 。 小 牛 用 两 小 张 
纸 ， 各 写 一 个 数 。 这 两 个 数 都 是 正 整 数 , 相差 是 1。 他 
把 一 张 纸 上 贴 在 小 马 额头 上 , 男 一 张贴 在 小 羊 额头 上 。 于 
是 ,两 个 人 只 能 看 见 对 方 头 上 的 数 。 

小 牛 不 断 地 问 他 们 ， 你 们 谁 能 猜 到 自己 头 上 的 数 
7 

小 马 说 ;我 猪 不 到 ， 

小 羊 说 :我 也 猜 不 到 。 

小 马 又 说 :我 还 是 猿 不 到 ， 


小 羊 又 说 ;我 也 猜 不 到 。 

小 马 仍 然 猜 不 到 ， 

小 羊 仍然 猜 不 到 。 

小 马 和 小 羊 都 已 经 三 次 猜 不 到 了 。 

可 是 , 到 了 第 四 次 , 小 马 碱 起 来 , 我 知道 了 1 小 羊 
也 喊 道 :我 也 知道 了 ! 

请 你 想 想 ,他们 头 上 是 什么 数 ? 怎么 猜 到 的 ? 

原来 “ 猜 不 到 ”这 名 话 里 ， 包 含 了 一 个 重要 的 信 
息 。 

要 是 小 羊 头 上 是 1， 小 马 当然 知道 自己 头 上 是 2。 
小 马 第 一 次 说 “ 猿 不 到 ”, 就 等 于 告诉 小 羊 ,你 头 上 的 数 
不 是 11 

这 时 ,要 是 小 马 头 上 是 2, 小 羊 当然 知道 自己 头 上 
应 当 是 3。 可 是 ,小 羊 说 猜 不 到 ,就 等 于 说 ;小 马 , 你 头 
上 不 是 21 

第 二 次 小 马 又 说 猜 不 到 ,就 等 于 说 :小 羊 头 上 不 是 
3, 不 这 样 , 我 头 上 一 定 是 4, 我 就 能 猪 到 了 。 
”小 羊 又 说 犹 不 到 ,说 明 小 马 头 上 不 是 4。 

小 马 又 说 猿 不 到 ,小 芋头 上 不 是 5。 

小 羊 又 说 猜 不 到 ,小 马 头 上 不 是 6。 

小 马 为 什么 这 时 猿 到 了 呢 ? 原来 小 蔷 头 上 是 7。 
小 马 想 ;我 头 上 了 既然 不 是 6, 他 头 上 是 7, 我 头 上 当然 是 
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小 羊 于 是 也 明白 了 ， 他 能 从 由 已 头 上 不 是 6 就 能 
8152 8, 当然 是 因为 我 头 上 是 7 罗 ! 

实际 上 , 即使 两 人 头 上 写 的 是 100 和 101, 只 要 让 
两 人 对 面 反复 交流 信息 ,反复 说 “ 猜 不 到 ”, 最 后 也 总 能 
猜 到 的 。 

这 游戏 , 还 有 一 个 使 人 迷 轧 的 地 方 ; 一 开始 , 当 小 
羊 看 到 对 方 头 上 是 8 时 ， 就 肯定 知道 自己 头 上 不 会 是 
1,2,3,4,5,63 而 小 马 也 会 知道 自己 头 上 不 会 是 1,2,3， 
4,5。 这 么 说 ,两 人 的 前 几 句 “ 猜 不 到 ”, 互通 信息 ,肯定 
是 没 用 的 了 。 可 是 说 它 设 用 , 又 不 对 ,因为 少 了 一 句 ， 
最 后 便 要 猜 错 。 这 里 面 ， 究 竞 是 什么 道理 呢 ? 你 得 仔 
细 想 想 。 

另 一 个 游戏 是 :小 牛 丛 偷 在 纸 上 写 了 一 句 话 ,这 各 
话 叙 述 一 件 事 ， 请 小 马 和 小 苹 猜 这 句 话 叙述 的 事 对 不 
对 。 并 且 给 两 人 各 一 张 纸 ， 要 他 们 把 所 猜 的 结果 写 在 
纸 上 。 

小 牛 说 :你 们 两 人 中 只 要 有 一 个 猪 中 了 ,你 们 就 胜 
了 。 了 晚上 ,我 给 你 们 唱 一 支 好 听 的 歌 。 都 猿 不 中 ,你 们 
输 了 ,什么 时 候 给 我 演 个 节目 都 行 。 

ЛЗ, 我们 一 定 有 一 个 人 猜 得 中 。 我 猜 你 这 句 
话说 得 对 ,他 猿 你 这 句 话 不 对 ,总 会 有 一 个 人 猜 中 了 吧 ! 
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可 是 ,结果 还 是 小 牛 胜 了 。 

原来 ,小 牛 写 了 这 样 一 句 话 : 

“你 的 纸 上 写 的 是 “不 对 “。 

小 羊 在 纸 上 写 的 是 “对 ”, 这 时 ,小 牛 这 句 话 当然 错 
Т. ИЛЖ”, 当然 猪 不 中 了 。 

小 马 呢 ,他 在 纸 上 写 的 “不 对 ”, КН, ЛУЖИ 
当然 对 。 可 小 马 猜 “ 不 对 ”, 也 没有 猜 中 。 

小 羊 和 小 马 饥 然 大 悟 ， 说 :你 就 是 把 纸 上 的 话 给 
我 们 看 了 ,我们 也 决 不 会 犹 中 的 啊 !” 

上 面 这 两 个 游戏 ， 都 牵涉 到 一 些 迎 辑 推理 中 的 怪 
现象 , 人 们 把 它 叫 做 “数学 悖 论 "。 怎 样 说 明 悖 论 ? Е 
БЕТАНИ Т 是 数学 基础 研究 中 的 一 件 大 事 ， 很 多 人 
正在 努力 研究 解决 。 


一 板 一 眼 推 理 


在 报刊 上 ， 不 时 看 到 逻辑 推理 的 趣 题 。 等 到 看 了 
答案 后 ， 往 往 又 感觉 失望 。 因 为 答案 只 是 就 事 说 个 结 
论 ,没有 给 出 解 题 的 思路 和 方法 ,意义 不 大 。 

现在 ,从 报刊 上 找 来 一 个 例子 ,把 得 出 答案 的 来 交 
去 脉 分 析 一 下 ,想来 对 你 认识 和 解决 这 类 问题 有 帮助 。 

老 张 , 老 王 和 小 李 , 是 一 列 客车 的 车 长 、 司 机 和 列 
车 员 , 可 不 一 定 就 是 这 个 次 序 。 车 上 有 三 位 住 在 成 都 、 
南京 和 西安 的 乘客 , 分 别 和 他 们 同姓 , 为 了 区 别 起 见 ， 
不 妨 在 乘客 的 后 面 添 上 “同志 ”二 字 。 

已 知 下 列 事实 ， 

一 , 李 同 志 住 在 西安 ， 

二 ,司机 家 住 成 都 ， 

三 ,和 司机 同姓 的 乘客 住 在 南京 ， 

四 , 老 张 在 乒乓 球 比赛 中 打败 了 列车 内 3 

五 , 张 同志 和 司机 住 在 一 条 街 上 。 

请 问 谁 是 车 长 、 司 机 和 列车 员 ? 三 位 乘客 家 住 何 


这 个 问题 里 有 6 个 
人 ， 要 决定 三 人 的 职务 
和 三 人 的 住地 ， 头 绪 交 
又 ,容易 弄 错 ,用 左边 两 
个 表 来 解决 就 方便 了 ， 
清楚 了 ， 

按照 所 给 的 条 件 分 
М 析 问 题 ， 每 得 出 一 个 结 
[- ~ 论 , 便 在 表 上 记 下 来 , 记 
的 方法 是 ， 要 是 肯定 老 
王 不 是 司机 ， 便 在 老 王 
这 行 与 司机 这 列 交叉 处 
вк 0; 相 反 , 便 写 个 1。 

ЕЖ. Ну 
务 员 每 个 人 只 有 一 个 职 
务 ,不 同 的 人 职务 不 同 ， 
ВПЛ Еж, 
个 1。 сњ, 


Аи ЕЕ] 


情况 也 是 这 样 。 
根据 第 一 条 ,在 李 同志 与 西安 交叉 处 写 1， 李 同 志 
这 行 另 两 处 画 0 西安 这 列 另 两 处 也 是 0。 
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根据 第 三 条 ,可 见 司 机 不 姓 李 ,小 李 与 司机 交叉 处 
也 画 上 0。 

根据 第 四 条 , 老 张 不 是 列车 员 , 在 老 张 与 列车 员 交 
又 处 画 个 0。 . 

根据 第 二 和 第 五 条 , 张 同志 住 成 都 ,在 张 同志 与 成 
都 交叉 处 写 上 1 。 剩 下 来 的 ， 自 然 是 王 同志 住 在 南京 
Ть 

由 此 可 见 ,司机 姓 王 , 在 老 王 与 司机 的 行列 交叉 处 
号 上 1 ;这 行 、 列 的 其 它 地方 画 .上 0。 这 时 , 老 张 那 一 
行 已 有 两 个 0 了 , 剩 下 一 个 只 有 画 . 上 1 。 老 张 是 车 长 ， 
小 李 当 然 是 列车 员 了 。 

这 种 表格 在 数学 里 叫做 “矩阵 ” ,很 有 用 处 。 


他 该 住 在 哪里 


话说 阿布 扎 比 是 民族 学 院 的 一 位 学 生 。 说 来 也 
巧 ,他 有 十 二 个 不 同年 龄 的 同学 ,偏偏 生肖 刚好 是 鼠 、 
牛 . 虎 免 . 龙 . 蛇 . 马 . 羊 . 猴 , 鸡 . 狗 、 猪 ,十 二 样 生 肖 样 
样 都 有 , 既 不 重复 ;也 无 遗漏 。 这 人 么 一 来 ,自然 就 可 以 
Н.Н... В. №... ЯР. ЖКХ 
十 二 个 人 了 。 

学 院 的 宿舍 区 里 ,有 一 条 河 滨 马路 ,修得 笔直 ,这 
十 二 个 人 的 宿舍 全 都 在 那里 ,而 且 因 为 他 们 的 年 龄 . 籍 
贯 和 习俗 都 不 一 样 , 领 导 为 了 照顾 他 们 ,分 配 他们 每 人 
各 住 在 一 惰 楼 的 一 问 宿舍 里 。 他 们 的 住处 象 一 字 长 
蛇 阵 那样 摆 开 ,如 图 分 布 在 一 条 直线 上 。 
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阿布 扎 比 同 这 十 二 人 的 关系 都 很 
好 ,课余 之 眼 , 他 打算 经 常 到 他 们 的 住 
处 串 串 门 , 谈 谈 心 。 要 是 他 到 这 十 二 
人 的 住处 的 次 数 一 样 多 ,请问 ,他 的 宿 
合 应 当选 在 哪里 ,他 到 各 家 去 串门 时 ， 
所 走 的 路 最 少 ? 

这 个 题目 有 些 特 别 。 十 二 个 宿舍 
在 图 上 是 没有 给 出 距离 数 的 。 这 就 是 
说 ,距离 可 大 可 小 ,随便 怎么 画 都 行 。 

解决 这 个 问题 ,可 以 先 看 最 外 面 
的 两 家 子 和 玄 。 要 是 只 有 这 两 家 ， 那 
么 ,在 马路 上 的 什么 地 方 , 到 这 两 家 的 
距离 的 和 最 小 呢 ? 当然 是 子 和 玄 中 间 
的 直线 上 的 任何 一 点 (包括 子 和 交 在 
内 ) ,到 这 两 家 的 距离 的 和 最 小 。 子 亥 
这 一 段 , 在 数学 上 名 叫 “ 区 间 ”。 

再 看 哥 挨 在 它 里 面 的 一 个 区 间 丑 
成 。 很 明显 ， 在 丑 戌 这 个 区 间 内 的 任 
何 一 点 (包括 丑 和 成 在 内 ) ,到 这 两 家 
的 距离 的 和 最 小 。 

现在 ,你 大 概 已 经 察觉 到 ,因为 在 
丑 戌 区 间 内 的 任何 一 点 ， 必 然 也 位 于 
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子 变 区 间 内 ;所 以 , 丑 成 区 间 的 点 ,到 子 、 丑 ,成 、 率 四 家 
的 距离 的 和 ， 都 是 最 小 的 了 。 

下 一 步 该 怎么 办 呢 ? 想来 你 的 心里 已 经 亮 党 了 ， = 
再 看 位 于 丑 上 成 区 间 里 面 的 寅 和 西 ,然后 照 此 推理 。 

经 过 这 样 “ 层 层 剥 笋 ”， 直 到 最 里 面 的 一 个 区 问 已 
午 , 于 是 ,你 就 可 以 下 结论 说 ,在 已 午 区 闻 的 任何 一 点 
(包括 已 和 午 在 内 ) ,都 是 符合 题目 条 件 的 。 阿 布 扎 比 
不 妨 直 接 搬 进 已 或 者 午 的 宿舍 去 住 。 

要 是 你 以 后 再 碰 到 这 样 的 问题 ， 不 管 人 家 是 多 是 
少 ,距离 是 大 是 小 ,道路 是 直 是 曲 ,都 不 需要 作 任 合计 
算 , 就 能 断言 ， 

一 , 当 人 家 数 是 个 偶数 时 , 那 可 以 搬 到 最 中 间 的 两 
家 中 的 一 家 去 住 ; 

二 , 当 人 家 数 是 个 奇数 时 ,这 时 必 有 一 家 的 位 置 处 
在 中 心 , 那 就 只 能 搬 进 这 家 去 住 了 ， 

要 是 你 问 : 这 十 二 个 朋友 不 是 住 在 一 条 线 上 ,而 是 
住 在 一 条 大 道 的 一 些 分 支 上 ,阿布 扎 比 又 该 住 进 哪个 
宿舍 呢 ? 

一 般 说 来 ,解决 这 样 的 问题 要 困难 得 多 。 要 是 外 
许 他 在 大 道 这 选 个 地 点 姜 房 子 ， 这 个 问题 又 变 得 容易 
起 来 .你 能 找到 答案 辐 ? 


„ЈУ з З ЛЕ бф БУ 


这 里 有 一 * 排 蜂 房 , 编 有 号 码 如 图 。 在 蜂 房 的 左上 
角 有 一 只 小 蜜蜂 , 它 还 不 能 飞 ,可 是 会 樵 。 


00095 


ЖЖЕНИЕ, ДЕЛЕТ А ДОО 
ДД: НЕВЕ ЖА ВЕТА 2 АЕ, ДА. — ИХ ВЛЕ ВН 
КУНЕВА ВЕ ЕЛЕНА. 

现在 ,请 你 想 想 看 ,蜜蜂 要 从 最 初 的 位 置 息 到 8 号 
房间 ,共有 多 少 种 不 同 的 走 法 ? 

当 房 间 号 码 少 的 时 候 , 问 题 很 好 解决 。 可 是 ,房间 
号 码 一 多 ,不 同 的 走 法 就 非常 多 ,很 容易 弄 乱 ,也 不 容 
易 把 全 部 的 答案 都 找 出 来 。 要 想 很 好 解决 这 样 的 问 
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题 ,得 由 简 到 繁 ,一 步 一 步 来 。 

很 明显 , 按 规 则 ,蜜蜂 从 起 点 到 0 号 房间 只 有 唯一 
的 一 种 走 法 ,从 起 点 到 1 号 房间 有 两 种 走 法 。 一 种 是 
直接 走 到 1 号 ,一 种 是 从 起 点 经 过 0 号 .再 到 1 号。 

同样 的 道理 ,蜜蜂 从 起 点 到 2 号 房间 的 走 法 共有 
三 种 ,就 是 起 点 0~2, 起 ~1~ 2 和 起 ~0~12。 到 
3 号 房间 的 走 法 有 五 种 ,就 是 起 ~1~3, 起 >0>2 一 3， 
Ж—>0->1->2->3,#&-1->2->3,&->0-—>1->3. | 

现在 ,你 不 难看 出 ,要 是 蜜蜂 想到 4 号 房间 , 那 它 
在 此 之 前 ,最 后 一 个 落脚 扩 不 是 2 号 ,就 是 3 号 。 所 以 ， 
蜜蜂 到 4 号 房间 有 购 不 同 走 法 的 总 数 ， 肯 定 就 是 它 到 2 
号 房间 的 不 同 走 法 的 总 数 ,再 加 上 它 到 3 号 房间 的 不 
同 走 法 的 总 数 之 和 。 

这 样 ,你 马上 就 能 写 出 :蜜蜂 到 4 号 房间 的 不 同 走 
法 的 总 数 应 当 是 3+5=8 种 。 

根据 这 种 推理 ,我们 可 以 排出 一 个 表格 ， 

房间 号 码 不 同 走 法 总 数 
1 
2 
(1+2) 
5 (2+3) 
8 (3+5) 


Ф о м н о 
сә 


5 
6 
7 


8 


13 
21 
34 
55 


(5+8) 
(8+13) 
(13+ 21) 
(21+ 34) 


原来 这 只 蜜蜂 从 起 点 到 8 号 房间 ,共有 55 种 不 同 
走 法 。 把 这 些 不 同 走 法 的 总 数 排 成 一 串 一 一 1,2,3,5， 
8,13,21,34,55, 在 数学 上 是 很 有 名 的 数列 ,叫做 斐 波 


那 契 数 列 。 


斐 波 那 契 数列 有 许多 美妙 的 特性 。 多 少年 来 , 华 
罗 庚 教授 在 各 地 推广 的 优选 法 ， 就 常 和 这 个 数列 打 交 
道 。 可 见 它 对 经 济 建设 有 用 处 。 
这 个 数列 相 邻 两 项 的 比 ， 越 来 越 接近 那个 大 名 期 


黑 的 0.618…'… = 5 一 工 ;相连 四 项 ,两 内 项 的 积 和 两 
外 项 的 积 的 差 ,总 是 + 1 。 你 能 证 明 吧 ? | 


无 字 天 书 , 谁 也 看 不 明白 。 我 们 感 兴趣 的 ,是 那些 
字迹 虽然 已 经 模糊 不 清 ,可 是 还 有 蛛丝马迹 ,依稀 可 辩 
的 各 种 四 则 运算 。 日 本 的 高 木 茂 男 ， 给 它 取 了 个 形象 
的 名 字 , 凤 做 虫 食 算 。 

下 面 的 两 个 除法 算式 ,字迹 已 经 完全 不 能 辨认 ,只 
知道 每 个 打 “ x ”的 地 方 , 都 是 阿拉 伯 数 字 0,1,2,3,4， 
5,6,7,8,9 中 间 的 一 个 :还 有 左边 第 一 式 的 商 数 , 是 右 
边 第 二 式 的 被 除数 ， 
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хххххх ххххх 
ххх /ххххххххх XXX XXXXXX = 
ххх хх 
хх х х 
х х 


х 
х 


这 两 个 全 部 数字 都 被 虫 吃 掉 的 算式 ， 只 在 有 数字 
的 志方 留 下 一 个 痕迹 ,要 把 这 些 数 字 全 部 找 回 来 ,好 象 
很 难 ,其 实 不 难 。 

一 ,容易 看 出 ,第 一 式 的 被 除数 的 第 -- 位 数字 一 定 
是 1 。 不 这 样 , 相 减 后 不 会 得 0。 同 理 , 它 的 第 四 行 的 
第 一 位 数字 也 是 1 。 

二 ,第 一 式 的 第 四 行 , 一 下 子 从 被 除数 中 移 下 三 个 
数字 ,可 见 商 的 第 二 ,第 三 位 数字 都 是 0。 

三 ,再 看 第 一 式 的 第 四 行 ,可 判定 被 除数 的 第 二 、 
第 三 位 数字 ,只 可 能 都 是 0。 因 为 有 一 个 是 工 或 者 大 于 
1 ， 那 相 减 的 结果 ,就 不 可 能 缩 进去 两 位 。 

四 ,因为 第 一 式 的 第 四 行 的 首位 数字 是 1 ,所 以 可 
知 被 除数 的 第 四 位 数字 一 定 是 0。 不 这 样 , 相 减 后 ,就 
不 能 得 1 了 。 既 然 被 除数 的 前 四 位 数 是 1000 ЕЖЕ 
一 个 三 位 数 得 1 ,可 见 第 三 行 的 三 位 数字 是 999。 此 
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外 ,因为 第 四 行 减 第 五 行 的 差 是 两 位 数 , 所 以 第 四 行 的 
第 二 位 数字 是 0。 о 

五 ,第 三 行 是 999, 可 见 除数 只 可 能 是 111 或 者 
333、999。 要 是 111, 那 它 乘 上 9 也 只 有 三 位 数字 ,而 
第 九 行 是 四 位 数字 ,可见 不 行 。 要 是 999 ,第 六 行 最 大 
是 999, 第 七 行 又 只 能 是 999, 相 减 后 ,第 八 行 就 没有 
了 ,可 见 也 不 行 。 于 是 ,肯定 除数 是 333。 这 样 ,又 可 以 
进一步 肯定 商 的 首位 和 第 四 位 都 是 3 ,第 五 行 是 999。 

六 ,已 知 第 一 式 的 商 数 ,就 是 第 二 式 的 被 除数 。 现 
在 ,在 第 二 式 的 被 除数 中 , 先 填 上 3003。 因 为 第 二 式 
的 第 四 行 是 个 三 位 数 ,第 五 行 是 个 二 位 数 , 所 以 可 以 肯 
定 第 四 行 的 首位 数字 是 1 ,并 且 可 以 肯定 第 三 行 是 29。 
29 是 质数 ,又 可 以 肯定 除数 是 29, 商 的 第 一 位 是 1 ,第 
二 位 是 0。 

七 ,由 第 二 式 的 3003 和 29 ,可 以 求 出 它 的 商 的 第 
三 位 数字 是 8 ,第 五 行 是 87。 

八 , 在 第 一 式 里 ,第 六 行 是 三 位 数 , 所 以 商 的 第 五 
位 数字 不 是 2 、 就 是 1。 要 是 1 , 那 第 二 式 就 不 能 整除 
了 了 。 所 以 它 只 能 是 2 。 然 后 从 第 二 式 中 ,可 知 第 一 式 
的 商 是 300324。 

推算 到 这 里 ,其 余 的 数字 就 容易 求 出 来 了 。 这 个 
虫 食 算 的 本 来 面目 是 : 
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300324 10356 


333 100007892 29/300324 
999 29 
1078 103 
999 87 
799 162 
666 145 
1332 174 
1332 174 


用 话说 相当 鸣 苏 。 你 有 兴趣 ， 也 可 以 把 这 两 个 算 
式 的 “Xx ”, 全 部 换 成 英文 字母 ,然后 用 不 等 式 来 解 ， 


Сі СяС3С4 СС В,В.В В.В 
Biasag ) bibsbsbsbsbebrbsbo А, Аз С,С,С,С,С,С, 


0,9,5, р, 0, 
elbsbeby Е.С, 
з аз 1 я 
эги 8 193 
Н,Н,Н, 
пин 1136 
11191160 llsCe 


这 样 换 成 字母 , 解 题 时 就 不 用 说 一 式 、 二 式 和 哪 一 
行 . 哪 一 位 数字 了 。 例 如 ; 

“elbsbeby 一 gilga+ йа, 

`.`Е1:599, ffsfs <999; 

.7.е10,00;=<99 + 999, 


. .@} 二 1 о 


2] 


虫 食 算 里 的 一 些 题 , 因 为 格外 有 趣 ,有 的 在 历史 上 
还 有 点 小 名 气 。 举 两 个 例子 。 一 个 叫做 七 个 了 的 难题 ， 


xx7xx 


XK 


这 个 题 只 有 一 个 答案 : 
7375428413-+-125473 = 58781. 


另外 一 个 叫做 四 个 和 4 的 除 式 之 谜 ， 


с х4 хх 
ххх/хххххх 4 

у ххх 
| у о 
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这 个 题 有 四 个 不 同 的 答案 ,它们 是 : 

1337174--943= 1418 

1343784--949=1416; 

1200474--846= 1419; 

1202464-:-848 = 1418. 

在 上 面 这 些 例子 中 ,算式 中 的 未 知 数字 ,不 分 宵 红 
皂 日, 一 律 都 用 记号 “x ”来 表示 。 可 是 有 的 虫 食 算 ,要 
是 用 字母 代替 数字 ,并 且 用 相同 的 字母 代表 相同 数字 ， 
区 别 对 待 ， 可 以 使 题目 变 得 容易 一 些 。 

令 人 感 兴趣 的 ,是 这 样 用 字母 来 作 贝 食 算 , 有 时 会 
出 现 一 些 有 意义 的 句子 ,一 语 双 关 。 高 木 茂 男 收 集 到 
许多 这 样 的 例子 。 下 面 ,随便 举 出 一 些 ; 


(1) CROSS (2) MONEY 
十 ROADS — SEND 
D ANGER MORE 

(РНК), | ( 送 更 多 钱 )， 


(3) HExWAS=HERE (他 曾 在 这 里 ); 
(4) I=SWIM+WELL (我 游 得 好 )， 
(5) ZERO 
ONE 
+ TWO 
THREE 


(0+1+2=3). 
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高 木 茂 男 懂 中 文 ， 他 能 用 中 国 的 古诗 来 制作 虫 食 


算 。 йе: 
(6) ##х 99 = 104910; 
岁 岁 寺 年 年 = 人 二 不同。 
下 面 ,是 这 些 虫 食 算 的 答案 : 
(1) 96233 (2) 10652 
十 62513 一 9567 
158746 ; 1085 ; 


(3) 25х103=2575 ; 
(4) 3 =6231--2077 4 
(5) ЖЖ, 
9635 + 586 + 145 = 10366 } 
9635 + 546 + 185 = 10366 „ 
(6) 44х 22= 968 ; 
22-44= 5 +-10 。 
要 创作 和 解答 这 样 的 虫 食 算 相当 费事 。 你 不 妨 
动手 试 一 试 。 
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在 速算 的 背后 


速算 ,看 起 来 使 人 惊奇 。 弄 清 了 它 的 根 底 , 原 来 十 
分 平常 。 

两 数 相 乘 ,要 是 都 是 比 100 略 小 的 数 ,例如 98 х 93, 
懂得 容 门 的 人 ,可 以 应 声 说 出 它 的 答案 ;9114。 一 算 ， 
确实 不 错 。 

怎么 速算 的 呢 ? 

容易 看 出 , 98 x 93 的 积 是 4 位 数 ; 98 对 100 的 补 
数 是 2 ,93 对 100 的 补 数 是 7 。 用 98 减 去 93 的 补 数 
7 ,或 者 用 93 减 去 98 的 补 数 2 ,得 91, 这 就 是 答案 的 
前 两 位 ;两 补 数 相 乘 ,2 x 7 =14, 这 就 是 答案 的 后 两 
位 。 
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要 是 两 补 数 相 先 得 到 的 是 一 位 数 ,就 在 前 面 补 个 
0 ,次 够 两 位 ;要 是 得 到 的 是 三 位 数 ,就 进 上 一 位 。98 x 
97=9506,95=98 一 3 ,06 是 由 2 x 3 = 6 将 0 得 到 的 ; 
86x92,86- 8 =78,14х 8 = 112, 结 果 是 7912。 

这 两 步 ,说 起 来 有 点 噜 办 ,用 起 来 是 非常 干净 利落 
的 。 


比 1000 或 者 10000,100000, -••+«+ 8л 0 ЖОВ, 
都 可 以 如 法 炮制 。 

为 什么 可 以 这 样 算 呢 ? 

两 个 数 都 比 100 或 者 1000,10000,…*… 略 小 一 些 ， 
就 一 定 可 以 用 10" ~a 和 10" 一 b 来 表示 ,这 里 的 n,a 和 b 
都 是 自然 数 ,得 到 | 


(10° —а) (10*--5) =10*(10* 一 a 一 b) +ab。 

右边 第 二 项 ab ,显然 就 是 两 个 补 数 的 委 积 。 右 边 
第 一 项 里 的 10"-a-b， 可 以 看 作 (10"-a) -Ь, 或 
者 (10" ~ 了) -a, 这 正 是 一 个 乘 数 碱 去 另 一 个 条 数 的 补 
数 ;10" 是 添 0 数 ,是 定 留 空 位 数 的 。 

速算 之 所 以 能 成 功 ， 就 因为 它 是 建立 在 恒等式 的 
基础 上 的 ! 

从 速算 背后 , 捉 到 了 隐藏 的 恒等式 ,不 要 轻易 放 掉 
了 它 。 在 这 里 头 ,还 可 能 找到 更 多 的 窍门 。 

你 看 ,在 恒等式 
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(10"—а) (10*—Ъ) ==10° (10° 一 a 一 b) + аһ 
中 ;把 “ т ” 换 成 “ га ”, 它 也 对 。 
(10°+a)(10*+b)=10"(10*+a+b)+ab, 
这 样 ,又 学 会 了 两 个 都 比 100 或 者 1000,10000, ++... 
略 大 的 数 相 乘 的 速算 法 了 。 


1045 х 1006, 

1045 + 6 一 1051, 补 三 个 0 51051000, 

45 x 6 三 270， 结 果 是 1051270。 

能 把 这 两 个 速算 法 统 成 一 个 吧 ? 

能 。 这 只 要 推广 一 下 补 数 的 概念 就 行 了 。 通 党 ， 
比 100 小 的 数 ,例如 95, 它 补 上 5 就 是 100, 所 以 5 叫 
К 95 的 补 数 。 那 么 ,105 要 补 上 多 少 才 是 100 呢 ? 只 
要 补 上 一 5 就行 了 。 

这 么 说 , 比 100 略 大 的 数 , 它 的 补 数 是 负数 。 

可 不 是 吗 ,100 -a 是 a 的 补 数 ,a 比 100 大 , 补 数 是 
负 的 ,完全 合理 。 | 

补 数 可 以 是 负数 , 那 开 头 说 的 方法 ,就 不 只 可 以 用 
于 两 个 赂 小 于 100 或 者 1000,… 的 数 相 乘 ,也 可 以 
用 于 两 个 略 大 于 100 8 # 1000, -..... ЖН, х 
时 , 减 去 另 一 数 的 补 数 ,因为 补 数 是 负 的 ,实际 上 是 加 
上 一 个 正 数 。 两 个 补 数 相 乘 ,在 补 数 是 负 的 情况 下 , 负 
ЖЕ ,后头 部 分 也 是 正 的 ! 
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再 一 想 ,两 数 相 乘 ,要 是 一 个 比 100 或 者 1000，… 

赂 大 , 另 一 个 略 小 ,这 个 方法 也 是 可 以 用 的 。 
995 x 1046， 1046 一 5 一 1041 ， 

5 х (一 46) = 一 230 ， 1041000 一 230 到 1040770 。 
这 就 是 答案 。 你 不 妨 验算 一 下 。 

这 样 看 来 ,我 们 要 两 个 数 与 100 或 者 1000，…… 很 
接近 ， 这 个 条 件 ， 在 那个 恒 等 式 里 并 不 需要 ,只 是 速 
算 的 目的 要 我 们 这 样 做 ! 实际 上 ,随便 两 个 数 相 乘 ,都 
能 用 这 个 方法 。 例 如 57 x 34, 这 里 的 补 数 是 43 和 66， 
34-43= ~ 9， 补 两 个 0 是 - 900，43 x 66 = 2838, 
— 900 + 2838 = 1938 ,这 就 是 答案 。 

这 样 做 ,结果 倒 不 错 , 可 是 比 普 通 的 算法 还 麻烦 ， 
就 不 是 速算 了 。 
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在 这 个 速算 法 的 背后 , 罗 着 一 个 恒等式 ,那么 ,是 
不 是 在 别 的 恒等式 背后 ,也 藏 着 别 的 速算 法 呢 ? 
确实 是 的 。 
根据 (а+Ъ5)(а-Ъ) =а*-— 5, 
:603 х 597 = (600~ 3) (600+ 3 ) = 360000 —9 = 359991 
18—77 = (78+77) (78—77) = 155, 
根据 (а+)? а? + 2аЬ +- 5 =за(а+25) +53, 
25% =2 х 300 + 25 = 625; 
7527 х 800 + 25 = 5625, 
把 它 推广 一 下 ,由 
(2+6) Са + (10-5) =а(а +10) +Ъ(10-Ъ), 
可 以 计算 两 个 10 ОНА КОЖЕ ВОН 
76х 74 = 7 x800+ 4 х 6 =5624. 


最 后 ,建议 你 想 一 下 ,97 х 989 能 不 能 速算 ? Е 
АЛ 


и 
н 
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二 
п.п = 121 
111.111 = 1232! 
11111111 一 1234321 
италии = 123459321 
111111.1111 = 12345654221 
1111111111111 = 1234557654321 


1111111] .11111111 = [2345678765432 хх тИ 
111414114"111111111= 234567898765432 А} 


用 数 建 证 宝塔 


形体 各 异 , 千 姿 百 坊 的 宝塔 ,是 我 国 古代 文明 的 瑰 
о 


在 民间 文学 里 头 , 有 一 种 “宝塔 诗 ”, 至 今 还 是 大 家 
喜闻乐见 的 形式 。 

在 晚会 上 ,用 英语 单词 造 宝塔 的 游戏 受到 欢迎 。 
这 种 宝塔 可 以 高 到 十 儿 层 。 例 如 ， 


1 (我 ) 
5 (是 ) 
СЕ С) 
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IRON (%) 
IDEAL (理想 的 ) 
INCOME (ЖА) 
IRELAND ” (爱尔兰 ) 
IDENTITY (和 便 等 式 ) 
IMAGINARY ” (幻想 的 ) 
IMPRESSION (9%) 
ICOSAHEDRON ” (二 十 面体 ) 


北宋 的 科学 家 沈 插 ,在 酒店 里 看 到 一 坛 坛 的 酒 , 象 
叹 塔 那样 堆放 得 整整 齐 齐 , 不 禁 触 景 生 情 ,发 现 了 " 霹 
积 术 ”。 后 来 ,元 代 的 朱 世 杰 进 一 步 加 以 研究 ,得 到 了 
世界 上 最 早 的 高 次 等 差 级 数 的 求 和 公式 。 这 在 科技 史 
上 ,是 一 项 重要 的 成 就 。 


| 


К 
ОО 
9309309 


法 国 数学 家 路 加 ,对 数 的 宝塔 特别 有 兴趣 ,他 收集 
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和 研究 了 大 量 的 例子 。 下 面 列举 的 ,只 是 其 中 的 一 些 
例子 。 | 


1:9+ 2 =11 
12-9+ 3 = 111 
123:9+ 4 = 1111 
1234 :9+ 5 = 11111 
12345:9+ 6 = 111111 
123456:9 + 7 = 1111111 
1234567 :9+ 8 = 11111111 
12345678:9+ 9 = 111111111 
123456789:9 + 10= 1111111111 


0'9 十 8 一 8 
9:9+ 7 =88 
98-9+ 6 = 888 
987.9 + 5 =8888 
9876.9 + 4 = 88888 
98765 :9 + 3 = 888888 
987654 :9 + 2 = 8888888 
9876543:9 + 1 = 88888888 
98765432.9+ 0 = 888888888 


利用 算盘 或 者 袖珍 电子 计算 器 ， 可 以 帮助 你 造 数 
的 宝塔 ,欣赏 这 种 宝塔 的 和 谐 美 。 
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这 两 个 宝塔 也 很 有 趣 ， 


12345679 x 9 =111111111 
12345679 x 18 = 222222222 
12345679 х 27 = 333333333 
12845679 x 36— 444444444 
12345679 х 45 = 555555555 
12345679 х 54 = 666666666 
12345679 х 63 = 777777777 
12345679 х 72= 888888888 
12345679 х 81 = 999999999 


1х8+ 1-9 
12 x 8+2=98 
123 x 8+3=987 
1234 x 8+4=9876 
12345 x 8+5=98765 
123456 x 8+6=987654 
1234567 х8+7=9876543 
12345678 х 8+ 8= 98765432 
123456789 х 8+9-= 987654321 


和 这 些 宝塔 比 , 别 具 一 格 的 是 ， 
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1+2+8+7+9+9+1+8+6+8+1+9+9+7+8+2--1 
777666666666 х 666666666 `` = 128?759/868/99702Т 


ТЕЧЕ УСНО КАВЛ оъ АРЬЕН 
3355558 ns ^^ ———- = 126799/8/997881 
1+2+8-+7+9+9-+/+9+9+7+8+2+т 
+++ ЬУУЕНЕ+Т _ 
LLLLLLL ХА, 1857392937521 
ль Ва ВЯ ый ЗИ 167498621 


999999 х 999999 


1+2+8+Р-+6+7+8+2+1 
xo = 18997621 


ТС +7+8+2+Тт 
ҮҮР x РУРР 
Т1+2+8+5 +1 

888 x $88 
T+Z+I 
ZC XZZ 


І 
T Xi 


= 1557521 


== 16861 


= 151 


= 1 


以 上 的 宝塔 都 只 有 九 级 ,不 能 再 继续 造 下 去 了 。 这 
是 因为 受到 十 进位 记 数 法 的 限制 。 不 过 ,也 有 许多 数 


的 宝塔 ,它们 是 可 以 无 限制 地 造 下 去 的 。 例 如 ， 


7:7=49 4:4=16 
67-67 = 4489 34.34 =1156 
667-667 = 444889 334 · 334 =111556 
7 :9==63 9.9=81 
77-99 = 7623 99:99 = 9801 
777-999 = 776223 999.999 = 998001 


节 后 ,让 我 们 来 造 一 个 大 宝塔 : 
1.7+ 3 =10 
14.7+ 2 =100 
142-7+ 6 =1000 
1428-7+ 4 =10000 
14285-7+ 5 =100000 
142857-7+ 1 =1000000 
1428571 .7+ 3 =10000000 
14285714-7+ 2 =100000000 
142857142-7+ 6 =1000000000 
1428571428-7+ 4 =10000000000 
14285714285-7 + 5 =100000000000 
142857142857-7+ 1 =1000000000000 


$$ фох ооо оо ца зал 340 оон ъьх за АТК ТТАТЕКТТТТТУТ У 
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你 看 ,左边 的 142857, 就 是 了 的 循环 小 数 ， 它 和 被 


加 上 去 的 数 一 3 ,2，6，4，5 ,1 ,都 是 周而复始 ， 
不 断 地 重复 出 现 的 ! 
造 宝 搭 . 看 宝塔 是 有 趣 的 。 要 是 你 进一步 , 弄 清 楚 
为 什么 会 出 现 这 些 千 容 百 态 的 宝塔 ， 那 就 更 有 趣 了 1 
最 后 的 这 个 大 宝塔 ,每 个 等 式 用 7 除 一 下 ,再 移 
， 把 ,了 ,了 ，… 移 到 右边 , 便 可 看 出 它 的 成 因 是 什 
么 了 。 
这 前 面 的 一 个 宝塔 等 式 中 ,999 х 999 = 998001, 
不 正 是 上 一 节 讲 的 速算 法 吗 ? 
又 一 个 ,777 х 999 = 776223 ,也 是 从 这 个 速算 法 得 
来 的 。 类 似 的 ,还 有 888 x 999 = 887112 之 类 。 
再 前 面 一 个 ,4x4=16,34x34=1156，…。。 看 
来 似乎 难于 解释 ,可 是 只 要 把 某 一 行 两 端 乘 以 9 ,原来 
也 是 这 个 速算 靶 的 一 个 特例 ， 
34 х 34х 9 =102х 102=10404= 9 х 1156; 
334 х 334 х 9 =:1002 х 1002= 1004004 = 9 х 111556, 
你 看 , 数 的 宝塔 使 人 惊奇 , 拆 开 ,不 过 是 普通 的 “ 砖 
НТ! 


5А 
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循环 节 的 长 短 


你 看 过 《西游 记 > 吧 ? 

在 和 齐 天 大 圣 孙悟空 打 过 仗 的 天 兵 天 将 中 ， 最 有 
Жен, ЕЯ ВТ. 

了 司空 拔 出 一 撮 毫 毛 ， 就 会 变 出 千 千 万 万 个 小 孙 
恬 空 。 二 郎 神 也 有 这 种 本 领 。 以 千 千 万 万 来 对 付 千 千 
万 万 ,当然 就 杀 得 难 解 难 分 了 。 

以 上 说 的 ,只 是 一 个 引子 。 下 面 ,来 说 一 说 算术 里 
头 的 循环 小 数 。 

1 ,2 ,3 ，…… 是 正 整 效 。 两 个 正 整 数 相 除 , 只 有 
两 种 可 能 ,要 么 除 尽 , 要 么 除 不 尽 。 在 除 不 尽 的 情况 


7 


下 , 商 数 就 是 一 个 循环 小 数 了 。 
245 =0,4; 
2 二 3 一 0.666…… 
1 +37 = 0,027027027----- 


Ти, яг Ла 0.027, ЖЕ: 
位 数字 。 它 周而复始 ,不 断 出 现 。 其 他 循环 节 , 也 可 以 
如 法 炮制。 


一 切 循环 小 数 都 是 有 理 数 。 其 实 , 能 除 得 尽 的 有 
限 小 数 , 也 可 以 表示 为 循环 小 数 。 例 如 ， 


0.4=0.3999 …… 一 0.39。 
不 过 ,从 来 没有 人 这 样 写 就 是 了 。 
数学 家 已 经 造 出 了 一 张 长 长 的 表 , 下 面 是 100 以 


内 的 质数 ,把 它们 的 倒数 化 为 循环 小 数 时 ,循环 节 所 含 
有 的 位 数 ， 


质 数 | 倒数 短 环 节 的 位 数 | 质 数 | 倒数 循环 节 的 位 数 
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你 看 ,把 六 化 为 循环 小 数 时 , 它 的 循环 节 有 96 位 。 


要 把 它们 都 算出 来 , 那 是 很 费时 间 的 。 不 过 ,和 下 面 的 
计算 一 比 , 它 又 显得 微不足道 了 。 


有 个 名 叫 赫 德 还 的 人 , 曾 把 ja5i 的 循环 节 全 部 算 
出 来 , 它 共有 1860 位 。 更 不 怕 麻 烦 的 是 向 克 斯 ,他 把 
755 的 由 17388 个 数码 所 构成 的 循环 节 , 一 个 不 漏 地 
全 部 算 了 出 来 。 

二 的 循环 节 142857 ,是 个 很 有 趣 的 数 。 要 是 把 它 
分 别 乘 以 2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,你 会 看 到 : 
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142857 x 2= 285714} 
142857 х 3 = 428571; 
142857 х 4= 571428} 
142857 х 5 = 714285; 
142857 х 6= 857142, 


所 得 到 的 乘积 ,都 是 由 这 6 个 数字 组 成 ,并 且 内 部 的 顺 
序 也 保持 不 变 , 只 不 过 象 走马 灯 那 样 转 园子 罢了 。 


要 是 把 这 六 个 数字 , 依 转圈 顺序 分 成 两 组 ,每 组 名 
有 三 个 数字 ,你 又 会 看 到 ;在 每 两 组 中 ,相应 的 前 后 两 
个 数字 的 和 都 是 9 。 例 如 :857 + 142 = 999。 


Е ОХ, 2. 
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九 十 六 位 循环 节 也 有 这 个 特性 。 

为 什么 循环 节 有 长 有 短 ,变化 万 千 ? 

要 弄 请 楚 这 个 问题 ,得 先 弄 清楚 两 个 问题 :一 个 是 
自然 数 相 除 ,在 除 不 尽 的 时 候 , 为 什么 总 会 出 现 循环 小 
数 ? 一 个 是 循环 小 数 ,为 什么 总 能 化 为 分 数 ? 

头 一 个 问题 ,比较 容易 明白 。 用 一 个 数 除 一 个 数 ， 
比如 313 + 29, 除 不 尽 , 就 有 余数 ;余数 补 0 再 除 , 又 有 
余数 。 余 数 总 比 29 小 ,从 1 到 28, 只 能 有 28 种 不 同 
的 余数 ,一 次 一 次 地 除 ,超过 了 28 次 ,其 中 至 少 有 两 次 
的 余数 相间 。 于 是 ,这 两 次 的 商 也 相同 ,这 两 次 余数 的 
后 两 个 余数 也 相同 , 除 得 的 商 ,就 要 循环 。 而且, 循环 
市 的 长 度 , 最 多 是 28. 


会 。 只 要 取 整 整 一 个 循环 节 作 分 子 ， 用 99…9 作 分 母 
就 行 了 。 这 里 ,循环 节 有 几 位 ,就 连 写 儿 个 9。 


0.378378378 而 二 让 оаа = 278.14 


这 里 面 的 道理 ,也 许 你 说 不 清 。 其 实 也 简单 ,不 过 
是 一 个 方程 问题 。 
| 1$ 0.378378378--- += хо 


两 端 困 10°, #8 378 .378378--. = 1000х, 
Эт, 378+0.378378--. =1000х, - 
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可 是 ，0.378378……"， =, 

ЖИ, 378+ х= 1000х, 

解 得 х= 275 =, 

这 个 方法 ,对 别 的 循环 小 数 化 分 数 也 用 得 上 。 因 
为 上 面 举 的 循环 小 数 , 循环 节 是 3 ， 所 以 列 方程 一 开 
始 , 用 10” 乘 两 边 。 要 是 循环 节 是 n， 就 用 10" 乘 。 这 
样 ,分 子 上 有 多 长 的 循环 节 , 分 母 上 就 是 多 少 个 9。 

说 到 这 里 ,为 什么 循环 和 节 有 长 有 短 ,变化 万 了 这 个 
问题 ,也 容易 明白 了 。 还 用 刚才 的 例子 来 看 ， 


因为 14 和 37 是 互 质数 ,也 就 是 除 1 之 外 ,没有 公约 数 ， 
所 以 999 — д ВЕ 05 37 № №. 999+37=27, 27х14 
= 378. 

Мин К ЕВЕ яг 46 


ЕЛ ана: «еа, , 那么 ,p 一 定 能 整除 10" -1 = 


999… 9 ,而 且 把 除 得 的 商 冬 9, 得 到 的 就 是 一 个 循环 节 
个 
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的 数字 。 
可 见 , 只 要 p 能 整除 连 写 的 n 个 9 ,而 且 9 的 个 数 再 


少 写 就 不 能 整除 了 ,那么 ,二 的 循环 节 长 度 就 是 n。 
连 写 三 个 9 ,可 以 被 37 整除 ,再 少 就 不 行 了 , 屠 
么 ,及 的 循环 节 一 定 是 8 位 。 


是 不 是 连 着 写 很 多 9 ， 这 样 的 数 一 定 能 被 一 切 整 
数 整 除 呢 ? 

不 见得 。 连 写 多 少 9 ,就 不 能 被 2 整除 ,也 不 能 被 
5 整除 。 这 很 明白 。 可 见 , 它 不 能 被 偶数 、 末 位 是 5 的 
数 整 除 。 


这 告诉 我 们 :任何 一 个 既 约 分 数 二 ,要 是 它 的 分 母 


p 是 偶数 或 者 末 位 是 5 时 ,于 是 不 .能 化 成 纯 循 环 小 数 
的 ! 例如 


它 不 是 一 开始 就 循环 的 。 它 的 循环 部 分 是 0.1x0.6， 
而 0。 .6=- -= 全。 这 时 ， 分 母 已 不 是 偶数 了 。 
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by 亲王 
ФА гг 
1 


128 64 32 $6 8 4 


75 48 РЭК 8 


用 纸 画 一 张 8 х 8 УЖ, ЮА ГМ 
办 ?的 象棋 棋盘 ,可 以 用 来 做 加 法 和 乘法 的 运算 。 

在 棋盘 的 下 方 边沿 外 写 上 一 些 数 :最 右面 一 格 写 
1 ЕН ИЕ. 

在 棋盘 的 左 方 边沿 外 , 按 格 写 上 一 些 你 打算 进行 
运算 的 数 。 

然后 ,把 它们 按照 2 的 各 次 方 医 进 行 分 解 后 ， 在 
相应 的 空格 里 放 上 一 枚 棋子 。 例 如 89=64+16+8+1， 
就 在 右 起 第 一 、 第 四 、 第 五 和 第 七 格 里 ,各 放 人 
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一 枚 棋子 。 这 个 摆 法 ， 实 际 上 就 是 数 的 二 进 制 记 法 ， 
也 就 是 十 进 制 的 89, 等 于 二 进 制 的 1011001， 可 以 
写成 89(+) = 1011001( 二 )。 

那么 ,怎样 来 做 加 法 呢 ? 

办 法 简单 得 很 。 如 图 ,要 运算 

89 +41+52 + 14, 
只 要 把 每 个 数 按 上 面 说 的 方法 把 棋子 摆好 ， 然 后 用 象 
棋 “ 车 ”的 走 法 ,一 步 直 走 到底 格 ;再 用 连 二 进 一 的 办 
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的 棋子 时 ,就 每 拿 掉 两 枚 ,在 上 一 格 里 放 上 上 一 枚 ,依次 
执行 。 最 后 是 核算 总 数 。 

凡是 棋盘 的 格子 里 有 一 枚 棋子 的 ， 就 把 与 它 相 应 
的 ,棋盘 下 面 边缘 的 2 的 方 竹 数 相 加 起 来 。 也 就 是 : 


128 +64+4=196. 


128 64 32 16 8 4 2 1 


于 是 ,我 们 看 到 这 只 棋盘 出 色 地 完成 了 加 法 ， 
89+41+52+ 14 = 196, 


46 


аьр у 5 69 ү 


用 这 个 棋盘 做 乘法 也 很 简单 。 例 如 19 х 13。 

在 做 乘法 时 ,不 只 要 在 棋盘 的 下 方 边沿 ,而 且 也 要 
在 右 方 边沿 , 填 上 一 些 2 ЮВ. АЕ РЕН 
ЖЖ. 

19=16+2+1, 13=8+4+1 
后 , 按 16x8,16x4,16x1 等 ,分 别 在 16 和 8.16 #14. 
16 和 1 等 相交 的 格子 里 ， 都 放 上 一 枚 横 子 如 图 。 然 后 ， 


把 棋盘 里 的 每 枚 棋子 ， 都 一 步 斜 走 到 最 右边 的 一 列 里 
去 如 下 页 图 。 | | 
ДР, Е ВН — 进 一 的 原则 清理 棋 
盘面 ,再 核算 总 数 。 | 
经 过 核算 ,我 们 最 后 得 到 的 数 , 相 当 于 十 进 制 中 的 
247, 这 就 是 19 与 13 的 乘积 。 


因为 减法 是 加 法 的 逆 适 算 ,除法 是 乘法 的 逆 运 算 ， 
所 以 这 种 棋盘 也 可 以 用 来 做 除法 与 减法 。 你 有 兴趣 ， 
请 想 一 想 其 中 的 道理 ,再 动手 试 一 试 。 

开 方 开 得 尽 的 自然 数 , 叫 做 完全 平方 数 。 这 类 数 
摆 在 棋盘 上 是 对 称 的 ,很 好 看 。 比 如 25 和 196: 


利用 这 种 美丽 的 对 称 形 状 , 可 以 在 棋盘 上 开平 方 。 
这 下 子 , 加 \ 减 . 乘 、 除 ,很 方 . 开 方 ， 都 可 以 用 这 种 棋盘 
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来 做 。 

美国 计算 机 科学 家 克 努 斯 ， 对 这 种 棋盘 计算 器 很 
有 兴趣 。 他 想 出 了 不 少 变通 办 法 ,其 中 的 一 种 是 交替 
二 进位 数 ， 就 是 在 边沿 外 写 上 +1~2+4-8+16-32 
ee 这 样 ,任意 一 个 正 数 或 者 负数 ,都 可 以 用 交替 二 进 
位 数 唯一 地 表示 出 来 。 例 如 ; 

13‹+›=11101(%-) (=16—8+4+1); 

一 139 必 三 110111( 交 二 ) (=—32+16+4—2+1). 

这 种 记 法 的 一 个 明显 的 优点 ， 是 全 然 不 需要 在 数 
的 前 面 再 安放 上 正 号 或 者 负 号 了 。 

下 面 ， 我 们 用 克 努 斯 的 改进 棋盘 来 做 〔(- 4) х 
ео 

—4=—8+44 — —6=—-8+4-2, 

我 们 把 它 的 图 在 下 一 页 画 出 来 ， 只 要 你 卉 慌 了 前 
面 说 的 道理 ， 一 看 就 明白 了 。 

64 一 32 一 8 二 24， 这 就 是 (一 4) х 《一 6) =24. 

可 见 利用 这 种 棋盘 计算 器 ， 连 代数 上 所 说 的 负 乘 
负 得 正 , 也 得 到 了 反映 。 

你 也 许 会 提 意 见 ,一 般 的 四 则 运算 ,做 起 来 十 分 容 = 
易 ,于 么 要 用 棋盘 计算 器 呢 ? 

这 样 的 看 法 不 对 。 你 想 , 数 学 和 下 棋 , 都 是 人 创造 
出 来 的 智力 活动 ,揭示 它们 之 间 的 联系 ,不 是 很 有 意思 
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的 事 四 ? = | 
有 趣 的 是 ,前 不 久 , 有 人 用 这 种 棋盘 证 明了 法 国 数 


学 家 费 尔 马 的 一 个 定理 ,引起 了 人 们 的 议论 和 重视 。 


ве 


+4 ~2 
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神秘 的 自 守 数 


第 一 次 听 说 神秘 的 自 守 数 ， 你 可 能 感到 有 些 古 怪 
和 抛 口 。 说 清楚 了 ,并 没有 什么 难民 的 东西 在 里 头 。 

5 和 6 ЕН. ЖЖ: 

52:25; 6? =36, 
” ”这 两 个 数 平方 的 结果 ,末尾 仍然 是 5 和 6。 不 仅 
如 此 ,任何 两 个 整数 相 乘 ,只 要 它们 的 末 位 数 都 是 5 或 
者 6 ,那么 ,乘积 的 末 位 数 也 必然 仍旧 是 5 或 者 6 Я 
Ў: 

65 х 45 = 2925} 116 х 46 = 5336. 

说 5 和 6 是 自 守 数 ,就 是 说 它们 有 这 样 的 特性 。 

1 和 0 也 有 这 样 的 特性 ,一 一 得 一 ,00 得 0, 这 是 
明摆着 的 。 在 一 位 数 中 ,要 是 不 算 1 和 0, 那 就 只 有 5 
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和 6 是 自 守 数 了 。 

76 是 一 个 两 位 数 的 自 守 数 。 因 为 

76? ==5776; 

而 且 任 何 两 个 以 76 АЈА АОН, ТАЈ 
然 以 76 结尾 。 例 如 : 

576 x 876 == 504576. 

ВНЕ НО 45, В КРИЛЕ 76, ВНЕ 
就 是 做 错 了 。 不 过 , 积 的 末 两 位 是 76 ,并 不 能 保证 被 乘 
数 和 乘 数 的 末尾 是 76。 例 如 :106 х 96 = 10176. 

在 商人 位 数 中 ,还 有 一 个 25 是 自 守 数 。 此 外 ,就 设 
有 两 位 的 自 守 数 了 。 不 信 , 你 可 以 试 一 试 。 

三 位 数 有 自 守 数 吗 ? 

有 。 而 且 三 位 的 自 守 数 , 也 刚好 有 一 对 ,它们 是 
625 和 376. 

那 自 守 数 的 位 数 是 不 是 没有 尽头 了 呢 ? 

对 。 自 守 数 的 位 数 不 受 限制 ,没有 尽头 。 加 拿 大 
有 两 位 数学 工作 者 利用 电子 计算 机 ， 已 经 算出 了 有 五 
百 位 的 自 守 数 。 

五 百 位 太 多 了 , 写 出 来 要 印 满 一 页 。 下 面 两 个 一 百 
位 的 自 守 数 ,是 美国 的 加 德 纳 在 一 篇 文章 中 介绍 的 ; 

395300731910816980293850989006216650958086381 

1000557423423230896109004106619977392256259918212 
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890625; 

604699268089183019706149010993783349041913618 
8999442576576769103890995893380022607743740081787 
109376, у 


这 么 大 的 自 守 数 , 是 怎么 找到 的 呢 ? 

说 起 来 ,这 个 办 法 很 简单 。 只 要 xz: -x 能 被 10,10*， 
10”,…10" 整 除 , 求 出 其 中 的 x 就 行 了 。 

你 要 找 一 位 的 自 守 数 ， 只 要 找到 这 样 的 一 位 数 x， 
它 使 x* ~ x 能 被 10 整除 就 行 了 。 很 明显 ,这 样 的 xz 只 有 
三 个 11,5,6。 

求 两 位 的 自 守 数 , 只 要 找到 两 位 数 x, 它 使 z: - x 能 
3% 10 整除 就 行 了 。 这 样 的 x 只 有 两 个 ,就 是 25 和 76。 

这 样 的 zx 怎么 找 昵 ? 一 个 一 个 试 吗 ? 三 位 数 有 900 
个 ,四 位 数 有 9000 个 ,要 算 多 少 次 啊 。 有 没有 更 简单 
的 办 法 呢 ? | 

有 。 这 办 法 ,就 是 由 小 到 大 ,一 步 一 步 地 去 投 。 

你 想 ,要 是 abcd 是 四 位 的 自 守 数 ,bcd 是 不 是 三 位 
的 自 守 数 呢 ? 一 定 是 的 。 我 们 知道 了 三 位 自 守 数 只 有 
625 和 376, 要 找 四 位 自 守 数 ,只 有 在 a625 和 a376 这 
种 数 里 去 找 了 。 即 使 一 个 一 个 地 试 ,至 多 试 二 十 次 ,也 
就 把 所 有 的 四 位 自 守 数 都 找 出 来 了 。 

再 试 二 十 次 ,所 有 的 五 位 自 守 数 也 有 了 。 
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试 二 十 次 ,化 起 试 90000 次 来 ， 工 作 Ш ЕТ 
取 ,这 就 是 动脑 筋 , 找 规律 的 好 处 。 

能 不 能 不 试 二 十 次 ,就 找到 一 个 自 守 数 呢 ? 

告诉 你 一 个 更 简单 的 法 子 , 把 625 这 个 三 位 的 自 
ЖА ЯК, 390625, 取 末 四 位 0625, 这 就 是 末尾 为 5 
的 四 位 自 守 数 。 不 信 , 你 试 试 。 任 何 两 个 末尾 是 0625 
的 数 相 委 ,乘积 的 末尾 还 是 0625。 要 是 你 不 承认 0625 
是 四 位 数 (因为 它 是 从 0 开始 的 ) ,那么 ,以 5 结尾 的 四 
位 自 守 数 就 再 也 没有 了 。 

把 0625 自 乘 ,末尾 五 位 是 90625, 这 就 是 唯一 的 
以 5 结尾 的 五 位 自 守 数 。 90625 Ж, 末尾 六 位 是 
890625 ,这 又 得 到 了 末 昆 是 5 的 六 位 自 守 数 。 

这 样 找 自 守 数 , 多 方便 ! Н Л Я Е? 要 说 明 
不 是 巧合 ,得 弄 清 楚 它 的 道理 。 

用 列 方程 的 办 法 。 设 a625 是 四 位 自 守 数 ,计算 一 
下 : 

(2625)3= (10002 + 625)?— 10%?+ 125а x 10 + 625?, 
两 边 一 比较 ,看 出 了 诀窍 :右边 前 两 项 末 四 位 都 是 0， 
原来 (a625)* 的 末 四 位 和 625° 的 末 四 位 是 一 样 的 。 所 
以 , 想 要 (a625) 3 的 末 四 位 是 а625, 只 要 取 a 是 625: 的 
倒 着 数 的 第 四 位 就 行 了 。 

这 样 一 算 , 就 看 出 这 个 方法 是 有 普遍 性 的 。 
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另 一 个 三 位 的 自 守 数 是 376,376 的 平方 是 141376。 
ЛЬ, 1376 是 不 是 四 位 自 守 数 呢 ? 

你 试 试看 。 错 了 。1376 不 是 自 守 数 。 把 1 换 成 
它 的 补 数 9 , 9376 才 是 以 6 结尾 的 四 位 自 守 数 。 

这 个 方法 也 是 有 普遍 性 的。 道理 也 不 难 弄 清楚 。 
想 要 (a376) : 的 末 四 位 是 a376, 必 须 (a376): - а376 的 
末 四 位 是 0。 算 一 算 ， 

(4376)? -~ 2376 

=10°% х 22+ 7524 х 10° + 376 -— 102—376 

= 10 х 42+ 75а х 10* + 10004 + 376*- 376 

= (1022+ 754) х 10*+141000+ 10000 

= (10 + 752+ 14) х 10*+ (2+1) х 1000, 

想 要 这 个 数 末尾 四 位 是 0, 必须 a+ 1 = 10, 也 就 是 说 ， 
a 必须 是 376? 的 倒 着 数 的 第 四 位 的 补 数 。 

这 样 看 来 , 想 求 两 个 n + 1 位 的 自 守 数 ,就 要 计算 两 
Хон. ИИА, ДЖЕН 
条 数 的 方法 了 。 

有 趣 的 是 :工作 量 还 可 以 再 减少 几乎 一 半 。 你 看 : 

5+6=10+1; 
25+76==100+1; 
625 + 3762=1000+1, 
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这 又 是 一 个 普遍 规律 。 两 个 位 数 同 为 an 的 自 守 数 ， 
它们 的 和 是 10" + 1。 知道 了 这 个 非常 特别 的 圈 系 ,我 
们 只 要 求 出 末尾 为 5 的 那个 自 守 数 , 写 出 它 的 补 数 , 再 
加 1 , 便 得 到 了 另 一 个 自 守 数 。 

看 起 来 神秘 的 自 守 数 ,我 们 一 步 一 步 地 去 了 解 它 ， 
就 变 得 越 来 越 简单 了 。 要 是 你 想 更 简单 一 些 ， 还 有 一 
个 办 法 :在 计算 n 位 自 守 数 平方 的 时 候 , 不 必 把 2n 位 答 
数 都 算出 来 。 只 要 从 右 向 左 ,算出 n+1I 位 就 可 以 了 。 

以 上 所 说 ,都 是 对 十 进位 数 说 的 。 实 际 上 ,在 其 它 
进位 数 中 ,也 是 有 自 守 数 的 。 
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请 你 也 来 猜想 


研究 正 整数 的 数学 叫做 数论 。 在 数论 里 头 ,除了 
哥 德 巴赫 猜想 之 外 ,还 有 大 量 的 猜想 ,至 今 既 不 能 证 
ВЯ ,也 不 能 推翻 , 正 等 待 着 人 们 去 解决 。 

一 个 猜想 ,要 是 得 到 证 明 , 就 “升级 ”为 定理 ;要 哇 
被 推翻 ,就 不 成 其 为 猜想 了 。 所 以 ,提出 猜想 是 一 件 重 
要 的 事情 ,并 且 往 往 需要 反复 观察 ,归纳 和 实验 。 

瑞士 数学 家 欧 拉 曾经 猜想 :任何 正 整 数 , 都 可 以 表 
示 为 不 超过 四 个 完全 平方 数 的 和 。 他 是 怎样 提出 这 个 
АННЕ 原来 ,他 是 根据 古 希腊 人 的 设想 НЕ 
整数 类 次 排列 起 来 一 一 1,2,3,4,.…… 发 现 上 只 考 虚 完 会 
平方 数 时 ,1 = 17,4 =27,9 = 32, +... ВН К ТЕ 
数 不 能 这 样 表示 。 当 考虑 到 两 个 或 者 三 个 平方 数 的 和 
时 ,2=1°+1, 3=17+1 +1, 5=2+12, 6=22+ 
1+1, 8= 22+ 22, 10=324 1 ЖЕБЕ 
正 整 数 虽然 还 有 ,可 是 已 经 大 量 减 少 了 . 当 利 用 到 四 个 
平方 数 时 ，7 = 2+1 +1411, 155324 21411411, 
不 能 这 样 表示 的 正 整 数 就 没有 了 。 
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当然 ,用 观察 .归纳 和 实验 的 方法 ,只 能 提醒 我 们 
可 能 有 某 种 关系 ,不 能 代替 证 明 。 后 来 ,法 国 数学 家 拉 
格 朗 日 证 明了 这 个 猜想 ,使 它 成 为 一 个 定理 。 

费 尔 马 普 经 猜想 : 由 22+1 产 生出 来 的 数 都 是 
素数 。 他 真 的 找到 了 几 个 例子 。 当 n=0,1,2,3,4 了 时， 
所 得 到 的 数 8 , 5 17, 257 和 65537， 全 都 是 素数 。 
不 料 后 来 有 人 人 指出, Ча = 5 6, 22+ 1 = 429496 
7297 = 641 x 6700417 ,就 不 再 是 素数 .而 是 一 个 合 数 。 
一 个 反例 ,就 把 费 尔 马 的 狂想 给 推翻 了 。 
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下 面 ,请 你 来 猪 一 猜 三 个 有 趣 的 猜想 。 


41+2=43; 43+ 4 =47; 
47 + 6 = 53; 53+ 8 =61, 
61+ 10=71; 71+ 12= 83; 
83+14=97, 97+16=113; 
113+18= 1313 131+20=151; 
151+22=1733 173+ 24= 197; 
197+26=223; 223+ 28-251, 
251+30=281; 281+32=313; 
313+34=347; 347+36=383; 


你 看 等 式 左边 的 加 数 ， 是 按照 2,4,6,8,10，……， 
增加 的 :它们 都 是 偶数 ,从 2 开始 ,每 次 都 递增 2 。 等 
式 右边 所 得 的 和 ,全 部 都 是 素数 。 

请 问 , 这 个 规律 能 一 直 保 持 正 确 吗 ? 要 是 不 能 , 那 
么 ,到 圭一 个 数 时 ,右边 的 和 就 不 是 素数 了 ? 

另 一 个 猜想 是 : 差 数 是 2 的 两 个 素数 ,叫做 双胞胎 
素数 。 最 小 的 一 对 双生 素数 是 3 和 5 ,其 他 还 有 5,7; 
11,13; 17,19; 29,31; 41,43; 59,61; 71,73; 
…… 数 字 越 大 ,它们 就 越 稀少 。 不 过 ,看 起来 似乎 没有 
尽头 。 
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有 史 以 来 ,人 们 找到 了 不 少数 值 很 大 的 双生 素数 。 
1978 年 ,发 现 了 一 对 303 位 的 双生 素数 。1979 年 ,发 
于 了 融 对 双生 素数 : 较 小 的 一 对 ,是 694503810* 2 
+1; 较 大 的 一 对 ， 是 1159142985.22s%4 士 1 。 它 们 的 


”位 数 有 703 位 之 多 。 


现在 ,人 们 猜测 ,双生 素数 有 无 限 多 对 ,这 便 是 著 
名 的 挛 生 素数 狂想。 你 看 呢 ? 

第 三 个 猜想 是 ;英国 的 人 类 学 家 福 钦 注意 到 一 个 
奇妙 的 情况 。 他 从 最 小 的 素数 2 开始 ， 乘 上 一 些 连 续 
的 素数 ,再 加 上 1 ;然后 , 找 出 比 这 个 答 数 要 大 的 下 一 
个 素数 ;接着 ,从 这 个 素数 中 , 减 去 上 述 的 连 乘 积 。 结 
果 , 福 钦 发 现 , 所 得 到 的 数 竟 然 全 是 素数 ! 

请 看 实例 : 


2+1=3, 下 一 个 素数 是 53 


(2х3) + 1 一 7 

(2 х3х5) +1=31 9 ненне .87 $ 

(2х3х5х7) +1=211, 223 
(2х3х5х7х11) +1= 2311, оов ово нора 2333; 
(2хзх...... х 13) +1=30031 рен нии 30047 
(2хзх... -.. х 17) + 1510511, ---...............510529; 
(2х3х ·.... х 19) 十 1 二 9699691, 下 一 个 素数 是 9699713} 
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5-2= 3; 11-6 = 5; 

37 —30= 7 } 223—210 = 13; 

2333 -– 2510 = 23; 30047 — 30030 == 17; 

510529 — 510510 = 19; 9699713 — 9699690 = 23; 


福 钦 认 为 , 照 他 这 种 办 法 做 下 去 ,所 得 到 的 数 都 是 
素数 。 许 多 数论 专家 都 相信 这 一 点 。 你 看 呢 ? 


是 不 是 每 一 个 猜想 ,将 来 都 要 被 推倒 或 者 被 证 明 
呢 ? 

那 也 不 见得 。 1931 年 ， 美 国 25 岁 的 数学 家 哥 德 
尔 证 明了 一 个 十 分 重要 的 定理 :在 数论 里 面 ,有 许多 这 
样 的 命题 , 它 既 不 能 被 推翻 ,也 不 能 被 证 明 。 这 个 定理 
使 许多 数学 家 大 吃 一 惊 ! 从 此 ,数学 家 对 待 猜想 ,有 了 
三 个 努力 方向 :第 一 ,证 明 它 ! 第 二 ,推翻 它 ! 第 三 ,说 清 
楚 它 距 不 能 被 证 明 、 也 不 能 被 推翻 的 道理 ! 
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方程 想 得 周 到 


你 相信 吧 ? 有 的 对 
候 , 方 程 比 我 们 更 会 思 
Ж. М, ВЕХЛН 
Е: 

父子 两 人 ,爸爸 32 
岁 ， 儿 子 5 Жж, ЕЛ 


后 ,和 爸爸 的 年 龄 是 儿子 的 十 倍 ? 

你 设 zx 年 后 ,和 爸爸 的 年 龄 是 儿子 的 十 倍 , 根 据 题 意 
列 出 方程 是 ， 

32+х=10(5 +х); 解 得 х=-2. 

x 怎么 会 等 于 一 2567 是 方程 有 问题 ,还 是 计算 有 
错误 ? 都 不 是 。 ~ 2, 是 说 两 年 前 爸爸 的 年 龄 是 儿子 的 
十 倍 。 素 实 上 ,两 年 前 爸爸 是 30 岁 , 儿 子 是 8 岁 , 答 爸 


的 年 龄 正好 是 儿子 的 十 倍 。 当 你 列 方程 时 ， 你 司 没 想 
到 ,爸爸 的 年 龄 今后 不 能 成 为 儿子 年 龄 的 十 倍 ,而 只 有 
在 过 去 才能 成 立 。 

你 看 ,方程 不 是 比 我 们 想 的 更 周到 吗 ? 它 能 够 提 
剖 你 有 什么 疏忽 和 漏洞 。 

再 看 一 个 问题 ;两 条 铁路 成 直角 相交 ,有 两 列 火车 
同时 向 交 又 点 开 过 来 。 一 列 由 离 交 叉 点 40 公里 的 车 
站 出 发 ,每 分 钟 走 800 米 ; 另 一 列 由 离 交 又 点 50 公里 
的 车 站 出 发 ,每 分 钟 走 600 米 。 问 经 过 多 少 分 钟 后 ,两 
个 车 头 之 间 的 距离 最 短 ? 这 个 距离 是 多 大 ? 


这 个 题 比较 复杂 。 你 得 先 画 一 个 图 ,表示 火车 运 
动 的 情况 。 直 线 AB 和 CD 是 两 条 交叉 的 铁路 ,0 是 交 又 
点 !0B=40 公 里 ,0D = 50 公里 ;经 过 x 分 钟 ,两 个 车 头 
之 间 的 最 短 距离 是 MN =a。 这 样 ， 
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因 BM=0.8x 公 里 ， 

得 OM=40 一 0.8x 公 里 。 

同 理 ，ON=50 一 0.6x 公 里 。 

根据 勾 股 定理 ， 
ММ№=а=,/ОМ1+ ОМ „/040—0.8х) + (50 —0.6х) 
解 得 x 二 62 土 as 一 256 . 


x 既然 表示 时 间 , 那 它 一 定 是 实数 。 所 以 , 根 号 里 
ЖК а? - 256 ,必定 大 于 或 者 等 于 0。 在 a =256， 
也 就 是 a= 16 时 ,a 是 最 小 的 数值 。 | 

a 既 已 求 出 , 便 可 算得 x = 62。 也 就 是 说 ,在 出 发 后 
经 过 62 分 钟 时 ,两 个 车 头 离 得 最 近 。 在 这 个 时 刻 , 它 
们 的 相互 距离 是 16 公里 。 

现在 ,你 来 决定 车 头 的 位 置 。 先 计算 长 度 0M, 它 
应 当 等 于 40 -62x0.8= -9.6。 出 现 的 负 号 该 怎样 解 
释 呢 ? 它 表 示 这 列 火 车 开 过 了 交叉 点 ,继续 开 了 9.6 
公里 。 

同样 ,可 以 算出 长 度 ON ,应 当 等 于 50 – 62х0.6 = 
12.8。 它 表示 这 列 火 车 还 必须 再 开 12.8 公里 才 到 交 
叉 点 。 所 以 ， 两 列 火 车 头 的 正确 位 置 应 当 是 下 页 图 的 
样子 。 这 个 图 ,不 是 你 开头 画 的 那个 图 的 样子 了 。 这 岂 
不 是 说 ,方程 表现 得 非常 宽 宏 大 量 ,尽管 你 当初 的 草图 
是 “闭门造车 ”, 画 得 很 不 对 头 , 可 它 还 是 给 了 你 正确 的 
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答案 ,并 且 帮 助 你 纠正 了 画图 的 错误 。 

方程 是 你 自己 列 的 ,图 是 你 自己 画 的 ,为 什么 方程 
能 想到 你 没有 想到 的 情况 昵 ? 其 实 ， 这 是 因为 你 没有 
把 自己 的 错误 想法 , 列 进 方程 里 去 。 

拿 第 一 题 来 说 ,你 想 的 是 x 年 后 , 写 的 是 32+x。 要 
是 真 的 是 x 年 后 ， 那 x 必须 是 正 数 ,可 是 ,你 并 没有 把 
x 之 0 这 个 条 件 , 列 到 方程 里 去 。 方 程 里 的 zx 可 正 可 负 ， 
方程 当然 不 知道 你 没有 告诉 它 的 事 。 

第 二 题 也 是 这 样 。 在 你 先 画 的 图 里 ,N 在 0 点 的 右 
边 ,M 在 0 点 的 下 边 ,这 两 个 条 件 ,你 没有 把 它们 写 到 方 
程 里 去 。 你 虽然 是 画 了 图 列 方程 ,可 是 你 没有 把 图 的 
具体 样子 告诉 方程 ,方程 只 知道 OMN 是 直角 三 角形 ， 
不 知道 MN 在 上 在 下 ,在 右 在 左 ,当然 就 老 老实 实地 按 
要 求 计 算 了 。 

要 是 你 把 x 年 后 的 “后 ” 字 , 和 图 的 位 置 都 列 到 方程 
里 ,那么 ,方程 只 好 告诉 你 “此 题 无 解 ” 了 。 
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зк за 25 АЗ 


有 个 卖 炎 点 的 商店 ,天 平 坏 了 ,两 贴 的 长 度 不 是 正 
好 相等 。 店 主 唯 刺 顾 客 吃 了 亏 ， 于 是 想 出 了 一 个 称 糕 
点 的 办 法 : 

他 把 糕点 放 在 石 面 的 盘 中 ,在 左面 的 盘 里 加 夸 码 ， 
称 出 一 个 斤 两 数 。 然 后 ,把 糕点 又 放 在 左面 的 盘 中 ,在 
可 面 的 盘 里 加 夸 码 ,也 称 出 一 个 斤 两 数 。 最 后 ,把 这 两 
个 数 相 加 、 再 除 以 2 , 作为 糕点 的 正确 重量 ,向 顾客 收 
钱 。 用 这 个 办 法 ,店主 认为 他 买卖 公平 ,老少 无 欺 了 。 

后 来 ,有 个 顾客 提出 了 一 个 新 的 办 法 。 他 说 :要 买 
二 斤 糕 点 , 先 把 一 斤 重 的 硅 码 放 在 左 盘 ,在 右 盘 中 不 断 
加 糕点 ,直到 天 平平 衡 为 止 。 然 后 ,再 在 右 盘 放 好 一 斤 
重 的 硅 码 ， 在 左 盘 中 不 断 加 粕 点 ,也 使 得 天 平 正好 平 
衡 。 最 后 ,把 两 次 称 得 的 糕点 放 在 一 起 , 按 二 斤 收 钱 。 

要 是 你 认为 都 是 好 办 法 , 那 就 错 了 。 为 什么 呢 ? 
让 我 们 来 算 一 算 ; | 

设 左右 两 营 的 长 讼 分 别 是 a 和 b, 并 且 a 和 b 不 相等 。 
根据 天 平平 衡 的 道理 ,左边 的 重量 生 . 上 臂 长 a, 等 于 布 
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НЕМ ЕЯ КЬ. 
НЕЮ, ЛЕН ХВЕРЕНЯ 


Эл, кНея ватт. 
ЯД +-2 т, ЗУ, ЩауьНЕ, 


а? + 63 


в 
и а аб 


> 2, 


ЖЕ, ОЕ АОИ, ХЕ, Е 
问题 客 多 算 了 货 价 。 
再 看 顾客 的 称 法 ,用 糕点 去 迁就 砧 码 。 第 一 次 的 


一 斤 夸 码 ,与 它 平衡 的 糕点 重量 是 二 斤 。 
同样 的 道理 ,把 一 斤 奈 码 放 在 右 盘 , 左 盘 与 它 相 平 
衡 的 糕点 重量 是 二 斤 。 


上 面 已 经 说 过 ,在 4 关 b 时 ,一 + 卫 > 2 ,这 时 ,糕点 


实际 上 不 止 二 斤 了 。 

有 关 不 等 式 的 一 些 问题 , 稍 不 注意 ,很 容易 得 出 不 
正确 的 结论 。 

下 面 两 个 有 趣 的 问题 ,都 和 不 等 式 有 关 , 请 你 仔细 
想 一 想 ， 
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一 ,小 王 和 小 李 赛 跑 。 小 王 跑 得 快 ,他 跑 到 100 Ж 
终点 时 ,小 李 才 跑 到 95 米 。 小 李 说 ,你 跑 得 快 ,让 让 我 
吧 。 于 是 第 二 次 ,小 王 从 起 跑 线 后 退 5 米 ,结果 ,还 是 
小 王 先 到 终点 ! 这 是 为 什么 呢 ? 

二 ,有 个 货 仓 的 管理 员 , 为 了 保持 仓 内 存货 的 平 
$8 ,规定 每 天 上 午 货物 出 库 , 下 午 和 人 仓 ;* 上午 出 10% ,下 
午 就 进 10%。 这 样 过 了 一 个 月 ,他 发 现存 的 货 越 来 越 
少 了 ,大 吃 一 惊 ! 要 是 他 马上 改 为 上 午 先 入 10% ,下 午 
再 出 10% ,结果 会 怎么 样 呢 ? 
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漫 故 知 新 一 例 


唐 朝 的 时 候 , 杨 损 做 尚书 ,是 个 大 官 ,他 在 选用 人 
才 上 ,有 过 好 的 想法 和 做 法 。 

有 一 次 ,在 两 个 办 事 员 中 需要 提升 一 个 ,可 是 他 们 
的 种 种 条 件 完全 一 样 ,负责 人 事 的 官员 感到 难 办 , 便 去 
请 示 杨 损 。 杨 损 经 过 一 番 考 虑 后 ,说 :办事 员 要 能 计算 
得 快 。 现 在 ,让 这 两 个 办 事 员 都 来 听 我 出 题 , 哪 一 个 先 
得 出 正确 的 答案 ,他 就 应 该 得 到 提升 。 他 出 的 题 是 :有 
人 在 树林 中 散步 ,无 意 中 听 到 几 个 盗贼 在 讨论 分 峙 。 
他 们 说 :要 是 每 人 分 6 匹 布 ,就 会 余下 5 匹 ;要 是 每 人 
分 7 匹 ,又 会 短 少 8 匹 。 问 盗贼 有 几 个 ? 布匹 是 多 少 1 

解 这 样 的 题目 , 古 时 候 用 的 是 “ 司 不 足 术 ”。 它 先 
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出 现在 <* 九 章 算术 一 书 中 ;后 来 ,在 * 张 邱 建 算 经 ?一 书 
中 , 它 的 应 用 得 到 了 推广 。 其 中 的 一 个 例子 是 : 今 有 麻 
ИЕН К. СИЕ Я ЕЕ 33 Ж НК 
的 重量 单位 ) = АТ 29%. МЕ, ЕН 
子 25 只 , 共 重 781 铁 。 问 麻 省 和 燕子 各 有 见 只 ? 

书 中 是 这 样 用 熏 不 足 术 来 解 的 : 先 任意 假定 麻 泡 
是 15 只 ,得 燕子 是 10 只 ,算出 一 共 重 33x15+29x10 
=785 铂 , 比 题 中 的 已 知 数 多 出 了 4 铁 。 然 后 ,再 任意 假 
ДЕ РЕК ДЕ 12 只 ,得 燕子 是 13 只 ,算出 一 共 重 33 x 12+ 
29x13=773 匆 ， 比 题 中 的 已 知 数 又 不 足 8 铁 。 接 下 
去 ,很 快 就 求 出 麻雀 和 燕子 数 了 。 

这 样 的 解法 是 有 数学 根据 的 ， 

设 第 一 次 假定 的 麻 滞 数 是 at, 第 二 次 假定 的 麻雀 
数 是 a,， ВУЗ Ь,, НОЛЬ Ь,. ЯБА, ЖЕ 
的 公式 就 是 ， 


а; bs 十 аз? 
б, + бз ” 


ВО, ЯНИЕ, 


8xl5+4x12 120+48 
4+8 12 


算出 了 麻雀 数 ,燕子 数 也 就 有 了 。 
你 可 能 觉得 奇怪 。 用 不 正确 的 答 数 代 进 去 , 例 能 
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=14Я. 


得 出 工 确 的 答 数 ,莫非 是 一 种 巧合 ? 

你 也 可 能 纳闷 。 要 是 两 次 假定 的 麻雀 数 , 得 出 的 
重量 都 是 租 , 或 者 都 是 不 足 , 是 不 是 也 能 算 呢 ? 

先 回答 后 一 个 问题 。 

假定 麻 密 是 18 只 ,得 燕子 是 7 只 ,重量 较 题 中 的 
数 多 16 铁 。 再 假定 麻雀 是 16 只 ,得 燕子 9 只 ,重量 又 
多 8 匆 。 于 是 按 公 式 


排出 算式 ， 


_16х16+18х (—8) _ 
16+ (—8) > 


14, 
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这 里 用 了 正 负数 的 概念 ,把 第 二 次 的 人 一 8 铁 , 看 成 
是 “不 足 - 8 铁 ”, 照 套 公式 ,公式 保持 正确 ,一 样 合用 。 

假定 麻 省 13 只 ,燕子 当然 有 12 只 ,这 时 ,重量 比 
题 中 的 数 不 足 4 铁 。 再 假定 麻雀 10 只 ,燕子 便 是 15 
只 ,这 时 又 要 不 足 16. 
” ”因为 在 盈 不 足 术 里 ,第 一 次 把 “ 盘 ” 看 作 是 正常 的 ， 
第 二 次 又 把 “不 足 ” 看 成 是 正常 的 ;所 以 ,现在 要 把 第 一 
次 的 “不 足 ”4 铁 看 成 是 “ 登 - 4 铂 ”。 代 入 公式 后 就 得 
到 ， 


13х 16+10х (—4) _ 
16+(—4) 


结果 也 对 。 可 匈 作 不 足 算法 的 公式 总 是 正确 的 。 
它 同 正 负 数 概念 一 结合 ,就 能 起 一 个 自动 开关 的 作用 ， 
把 各 种 情况 全 都 包括 进去 了 。 你 看 ,数学 的 作用 多 巧 
妙 。 

这 种 别开生面 的 方法 ,后 来 传 到 了 欧洲 ,别名 很 
多 ,叫做 试 位 法 、 推 解法 .两 次 假设 法 等 。 

现在 来 回答 前 一 个 问题 一 一 为 什么 盈 不 足 术 总 是 
对 的 呢 ? | 
这 个 问题 ,可 以 用 解 方程 的 办 法 来 回答 。 

设 麻 省 的 实 有 数 是 x, 麻 省 .燕子 的 实 有 的 总 重量 
ХМ. АЗ Ш МЕНЕ РИ Е, ЯА, 5 — п 
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14, 


答 ,重量 是 M 加 g 铁 ,多 二 只 ,加 2g 铁 ……… 少 一 只 ,就 少 E 
铁 。 总 之 ,麻雀 的 增加 量 (或 者 减少 量 ) 和 总 重量 的 增 
加 量 (或 者 减少 量 ) 是 成 正比 的 。 也 就 是 麻雀 为 a 时 ， 
重量 为 M + b,( 礁 b,)。 


_  а16а+ азр; 
解 得 б, + 05 


Жата ж, Анн. 

我 们 用 列 方程 求解 ， 那 古人 是 怎样 找 出 了 盈 不 足 
算法 的 呢 ? 

古人 是 怎样 找到 这 个 算法 的 , 书 上 没有 记载 ,我 们 
只 能 猜想 ， 

一 ,一 b, 不 足 b:, 登 与 不 足 的 差距 是 b, + b,。 这 个 
道理 不 难 明 白 。 山 顶 比 地 面 高 200 М ,湖底 比 地 面 低 
50 尺 , 从 山顶 到 湖底 , 差 200 + 50 =250 №, 

二 ,这 个 差 b, + bs, 是 由 于 所 设 麻 害 数 的 不 同 造成 
的 。 两 次 所 设 麻雀 的 差 是 a - az。 麻 省 差 a - a 只 , 重 
最 差 b + b: 铂 ,每 差 一 只 麻雀 重量 差 多 少 呢 ? 当然 用 
除法 ,得 每 差 一 只 麻雀 ,重量 差 о, 

三 , 反 过 来 , 当 麻 淮 是 4, 时 ,重量 比 实际 重量 盘 b， 
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匆 。 既 然 多 一 只 麻雀 多 -2 二 pa 铁 , 多 几 只 麻 洛 才能 本 bl 


а; — ая 


Ж 007 又 用 除法 ,得 a) БОЖЕ ть 
及 1 一 83 

Ъ, (а: —аз) ғ 

rb Vs 所 以 ,实际 麻 浇 数 是 ， 


В: (2; — аз) РЕ абз + 4281 


ДЕ 777 Pil 


这 个 题 也 可 以 用 几何 图 形 来 说 明 ， 


pf “Mz 


0X 的 长 度 表示 实 有 麻雀 数 。OA: =а,, ОА, =а,; 
问 上 表示 盘 , 阿 下 表示 不 足 ! 而 在 X 这 一 点 ,是 不 一 不 
亏 的 。 知 道 了 al,as,bi,bs:, 求 0X, 这 个 几何 计算 题 你 
一 定 能 够 完成 它 。 

请 注意 ,在 直线 M,M, 上 任 取 两 个 点 ,都 能 决定 这 
条 直线 ,找到 X。 这 就 是 从 错 的 猜想 中 ,能 找 出 正确 答 
案 的 道理 ! 
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奇妙 的 三 元 第 


自古 以 来 ,在 我 国 各 地 ,就 流传 善 多 种 多 样 的 智力 
游戏 。 其 中 ,有 的 流传 至 今 , 深 受 欢迎 。 

最 近 , 见 国外 介绍 一 种 叫做 “ 拣 石 子 " 的 游戏 ,明确 
指出 是 从 中 国学 来 的 ,有 的 学 者 还 就 此 写 了 论文 。 可 
惜 它 究竟 起 源 于 我 国 什么 朝代 ,流传 情况 如 何 , 已 经 无 
从 查考 了 。 

这 个 游戏 的 玩法 非常 简单 ,只 要 在 地 上 拣 些 小 石 
头 或 者 小 树 权 , 分 成 两 堆 , 每 堆 的 个 数 可 以 是 任意 的 ， 
只 要 不 相等 就 行 。 玩 的 规则 如 下 : 

一 ,两 人 轮流 拿 石 子 ,每 次 可 以 从 一 堆 石 子 中 , 任 
意 取 一 颗 或 者 几 颗 ,直到 把 一 整 堆 石子 全 部 取 走 。 也 
可 以 从 两 堆 中 ,任意 取 走 相等 数量 的 石子 。 

二 ,每 次 轮 到 谁 拿 , 他 至 少 得 拿 一 颗 石子 ,不 允许 
弃权 ,一 颗 都 不 拿 。 

三 , 谁 拿 光 剩 下 的 石子 ,就 算 他 赢 了 。 

说 也 奇 公 ,这 个 看 起 来 十 分 简单 的 游戏 ,要 想 十 拿 
九 稳 , 取 得 胜利 ,很 不 容易 。 不 知道 取胜 诀窍 ,马虎 大 
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意 随 便 拿 ,只 能 一 输 到 底 。 
诀窍 在 哪里 呢 ? 
先 请 看 这 张 表 ， 


序数 12345678 9101112 
А 数列 13468 911 12 14 16 17 19 


В 数列 2 5 710 13 15 18 20 23 26 28 31 


表 中 第 一 排 数 ,是 表示 拿 石 子 的 先后 顺序 的 。 第 
二 和 第 三 两 排 数 ,叫做 A 数 列 和 B 数 列 ,数列 中 相应 的 
数 构成 一 对 。 例 如 第 五 对 是 (8,13) ,第 九 对 是 (14， 
28): 

你 想 取胜 ,只 要 记 住 :在 每 次 取 走 石子 以 后 ,要 是 
能 使 留 下 的 石子 个 数 , 和 表 中 A 数 列 和 B 数 列 的 某 一 对 
相符 合 ,就 必 胜 无 疑 了 。 所 以 ,你 可 以 把 (1,2) ,(3,5)， 
(4,7) 这 些 数 叫 和 敬 “ 胜 利之 数 ”。 

举 一 个 例子 。 

开始 时 ,两 堆 石子 分 别 有 了 颗 和 11 颗 ， 

0000000 

00000000000 

要 是 你 先 拿 ,就 可 以 在 第 二 堆 中 取 走 7 颗 石 子 ,使 
它 成 为 ， 
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0000000 
0000 
注意 ,这 对 (4,7) ,是 表 中 的 第 三 对 。 
以 后 ,不 管 对 手 怎 样 动作 ,你 总 是 稳 操 胜 券 了 。 要 
是 对 手 从 两 堆 石子 中 各 拿 掉 一 颗 , 使 它 成 为 ! 
000000 
000 
这 时 ,你 就 可 以 再 从 第 一 堆 中 取 走 一 颗 石 子 , 使 留 下 的 
石子 数 ,是 表 中 第 二 对 (3,5) ; 
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00000 

000 

这 样 一 步 一 步 ,从 表 中 较 大 的 一 对 数 , 逐 渐 过 渡 到 
较 小 的 一 对 数 ,就 可 以 保证 你 拿 到 最 后 的 一 颗 石 子 。 

你 可 能 要 问 : 表 上 一 对 一 对 的 数 那么 多 ,又 看 不 出 
有 什么 变化 规律 ,这 怎么 记得 住 呢 ? 

是 怪 别扭 的 ,不 好 记 。 可 这 正 是 游戏 的 奥妙 所 在 ! 

说 到 这 里 , 讲 一 个 “无 理 数 三 兄弟 ”的 故事 给 你 听 。 
因为 这 个 故事 和 拣 石 子 有 密切 关系 。 

在 数学 里 ,不 循环 无 限 小 数 叫做 无 理 数 。 它 是 一 
个 庞大 的 家 族 , 成 员 比 有 理 数 家 族 多 得 多 。 在 这 个 家 
族 里 ,有 三 兄弟 的 模样 和 脾气 特别 相 象 。 其 中 ,老大 是 


2,61803398--+.• 准确 值 是 + 5 ; 老 二 是 1.61803398 
69 准确 +5, 老 三 是 0.61803398… 必 准确 


值 是 5 一 。 他 们 挨个 正好 相差 1。 


在 这 三 兄弟 中 , 老 三 来 头 不 小 , 它 随同 华罗庚 教授 
奔走 大 江南 北 , 在 推广 优选 法 中 立 下 了 汗马功劳 ,这 就 
是 有 名 的 0.618 法 。 优 选 法 里 用 0.618 最 好 ,这 是 1953 
年 一 个 美国 人 发 现 的 。 为 什么 0.618 最 好 ? 国外 虽 有 
一 些 证 明 ,可 都 是 不 正确 的 ,华罗庚 指出 了 这 一 点 。 
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фә тъ. А Bus АМ 


» Е чо 


随后 ,我 国 青年 数学 家 洪 可 威 ， 在 1973 年 首先 发 表 了 
一 个 严格 的 证 明 。 

从 汤 史 上 来 看 , 老 三 早 在 古 希腊 、 罗 马 时 代 , 就 已 
经 名 扬 四 海 , 叫 做 “黄金 分 割 数 ”, 和 绘画 、 雕 刻 、 建 筑 等 
都 结 下 了 不 解 之 缘 。 

三 兄弟 友爱 相处 ,亲密 无 比 ,它们 之 间 的 奇特 联 
系 , 说 出 来 令 人 大 吃 一 惊 。 不信, 你 用 笔算 一 下 就 知道 
Ча 


(И 5+1)(/5-10_5-1_ 
ВЕНЕР саа 1。 它 们 的 乘积 是 1 。 


换 句 话说 , 老 二 和 老 三 是 互 为 倒数 。 在 一 切实 数 中 ,只 
有 唯一 的 这 样 一 对 具有 倒数 关系 的 正 数 ,而 它们 的 差 
是 1。 

老大 和 老 二 的 关系 也 很 不 平常 。 老 大 正好 是 老 二 
的 平方 ,而 它们 的 差 是 1。 在 全 部 实数 中 ,具有 这 种 关 
系 的 一 对 正 数 ,也 是 独一无二 的 。 

这 样 ,要 是 你 设 老 二 为 xz, 得 老大 是 z+1, 老 三 是 
х- 1,362 ,х(х-1)=1, 1+х=х?. 

搞 清 楚 了 它们 之 间 的 这 种 关系 ， 要 是 你 把 老 二 记 
ЖФ, ВЕКИ, ЕВЕ, 


说 到 这 里 ,原来 上 面 拒 石 子 游 戏 中 很 难 记 住 的 A 数 
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列 , 它 的 通用 公式 是 [n8] ,B 数列 的 通用 公式 是 Cn4g2]。 
注意 ,这 里 的 n 表 示 序 数 ;[ ”J 不 是 中 插 号 ,而 是 表示 对 
正 数 来 说 ,只 取 整 数 , 略 去 小 数 , 比 如 524] = (3.236) = 
3 ,[24:] = (5.234) = 5, 

不 仅 如 bc ,A 数列 和 B 数 列 中 所 有 的 数 ,正好 是 全 
体 自然 数 , 既 不 重复 ,也 不 遗漏 ! 

这 些 性 质 是 惠 特 堆 夫 发 现 的 ,所 以 这 个 游戏 ,在 国 
外 就 叫做 惠 特 霍 夫 游 戏 。 

游戏 说 到 这 里 ,你 也 许 会 问 ; 有 没有 简便 办 法 ,可 
以 排出 这 个 胜利 之 数 的 表格 呢 ? 

回答 是 有 。 按 照 下 面 的 办 法 ， 你 马上 就 能 把 这 个 
表 排 出 来 ， | 

一 ,第 一 对 胜利 之 数 当然 是 (2,1) 。 对 方 不 论 怎么 
拿 , 剩 下 的 你 都 能 一 把 抓 尽 。 

二 , 比 1,2 大 的 数 轮 到 了 3 。3+ 序数 2 =5,(3,5) 
就 是 第 二 对 数 。 下 一 个 轮 到 4 ,4+3=7,(4,7) 就 是 。 

二 ,以 此 类 推 。 要 是 第 1,2,……,a- 1 对 数 都 排 
好 了 。 那 第 n 对 中 的 A 数 ， 就 是 前 面 没 用 过 的 最 小 自 
然 数 。 把 它 加 上 序数 n ,就 得 到 B 数 。 

为 什么 这 样 拿 必 胜 , 说 来 话 长 ,就 不 多 说 了 。 


题目 做 好 以 后 


现在 ,有 的 同学 做 数学 题 不 够 认真 ,不 够 细致 ,有 
相当 严重 的 “交差 ”思想 。 在 作业 本 上 ,还 不 时 发 现 小 
船 的 长 度 是 一 万 六 千 米 ,飞机 的 速度 是 每 秒 四 十 万 公 
里 ,祖父 的 年 龄 是 十 八 岁 等 明显 的 错误 。 

实际 上 ,做 完 题 ,经 过 检查 或 者 验算 无 错 之 后 , 往 
往 还 有 许多 事情 可 做 。 这 样 做 ,好 处 很 多 ,也 很 有 趣 。 

举 一 个 例子 。 

小 学 数学 讲 常见 几何 体 ， 有 求 正方 形 为 底 的 核 台 
体积 公式 。 这 就 是 下 底 的 每 边 长 为 &、 上 底 的 每 边 长 为 
b ,高 为 a 的 棱 台 , 它 的 体积 是 ， 


а + ар + 5? 


3 н. 


你 用 这 个 公式 做 完 一 个 题 之 后 ， 就 可 以 从 许多 方 
面 ,来 看 看 它 会 发 生 什么 样 的 变化 和 结果 。 

要 是 a = 了 b, 那 这 个 校 台 就 变 成 楼 柱 ,这 时 体积 公式 
就 变 成 wh ,正好 和 已 知 的 求 棱柱 体积 公式 相 一 致 。 

要 是 b = 0, 那 这 个 棱 台 又 变 成 为 棱锥 ,这 时 体积 公 


2 2 
+ab+o р 


13 З 


式 又 变 成 过 aih ,也 正好 和 已 知 的 求 棱锥 体积 一 致 。 


a, 上 .hb 都 取 正 数值 ,其 中 任何 一 个 的 量 增 大 ,而 其 
他 两 个 的 量 保持 不 变 时 ,所 得 的 体积 数值 也 增 大 。 这 
个 计算 中 的 变化 ,是 与 看 到 的 楼 台 实 际 变化 相 一 致 的 。 

a\b 和 h 是 长 度 , 体 积 的 单位 是 长 度 单位 的 立方 。 

а и П => 

其 中 每 一 项 的 单位 ,都 是 长 度 单位 的 立方 ,正好 和 
体积 单位 是 长 度 单位 的 立方 相 一 致 。 用 数学 的 术语 来 
说 ,这 个 公式 的 “ 量 纲 ”是 对 头 的 。 

再 举 两 个 例子 。 

大 正方 形 里 有 一 个 内 接 的 小 正方 形 ， 求 证 小 正方 


形 的 面积 ,至 少 是 大 正方 形 的 二 。 这 个 题目 ,你 容易 想 
到 的 是 用 勾 股 定理 ,证 明 小 正方 形 边 长 的 平方 ,大 于 或 
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а*й + 3 401+ зо 


KA KD 


者 等 于 大 正方 形 边 长 的 平方 的 坪 。 


为 什么 你 首先 想到 这 个 方法 呢 ? 因为 画 出 来 的 图 
上 有 个 直角 三 角形 ， 所 以 你 头脑 里 会 联想 到 勾 股 定 
理 。 

这 样 做 完 题 ,多 想 想 ,你 就 会 想到 一 些 图 上 还 没 画 
出 来 的 东西 ,比如 小 正方 形 的 对 鱼 步 -对 角 终 乒 , 这 个 
“二 方形 就 大 。 很 明显 ,小 正方 形 的 对 角 线 , 总 不 会 比 
大 正方 形 的 边 小 。 当 他 们 相等 时 ， 小 正方 形 面积 愉 好 
在 大 正方 形 的 一 半 。 

用 这 个 方法 研究 正方 形 有 效 ， 把 正方 形 换 成 三 角 
形 . 正 五 边 形 .正六 边 形 呢 ? 想 清楚 了 ,你 就 会 做 许多 
题目 。 

再 进一步 ,你 还 可 以 想 想 : 要 是 正方 形 内 接 一 个 任 
意 四 边 形 ,这 个 任意 四 边 形 的 面积 ,什么 时 候 比 正方 形 
的 一 半 大 ? 什么 时 候 又 比 正 方形 的 一 半 小 呢 ? 
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另 一 个 例子 ,是 三 角形 面积 等 于 底 乘 高 除 以 2 。 
你 在 做 题 时 ,常常 忘记 了 ,高 有 时 会 跑 到 底 的 外 边 ;到 
使 想到 高 会 向 外 跑 , 候 怕 没 有 想 过 ,可 以 让 高 向 上 跑 ， 
或 者 向 下 跑 。 


如 图 ,你 假想 三 角形 的 两 个 顶点 B 和 C 是 两 颗 钉 牢 
在 木板 上 的 钉子 ,高 AD 是 一 根 小 木 述 ,一 根 橡皮 轿 线 
在 钉子 上 和 木 棒 的 两 头 ,形成 了 三 角形 的 边 。 把 这 个 
“高 "向 上 一 推 , 三 角形 变 成 了 凹 四 边 形 ABDC; 向 下 一 
推 , 又 变 成 了 凸 四 边 形 ABDC。 这 样 ,原来 的 高 和 底 ， 
都 变 成 了 四 边 形 的 对 角 线 ,并 且 是 互相 垂直 的 对 角 线 。 
有 趣 的 是 ,这 两 个 四 边 形 的 面积 ,仍然 是 原来 那个 底 乘 
高 除 以 2 1 
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这 种 凹 四 边 形 的 面积 公式 ,有 时 还 真有 用 处 。 下 
面 这 个 勾 股 定理 的 巧妙 证 法 ， 关 键 便 是 这 样 一 个 四 四 
边 形 面积 的 计算 ， 


把 直角 三 角形 ABC 绕 直角 顶点 C 旋 转 90° ,得 到 一 
个 全 等 的 AB“A“C。 四 四 边 形 AA“BB“ 的 两 条 对 角 线 
AB 和 A’B’ 是 互相 垂直 的 。 所 以 ， 


АА'ВВ' 面积 = т Ca。 

另 一 方面 ， 
АА’ВВ’ 面积 = Л АСВ'+ Л А'СВ = 2. (+). 
"= 2146, 


这 就 证 明了 色 股 定理 。 
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1% ^ ВЕ Э Ж Я 


这 是 象棋 盘 的 四 分 之 一 ， 中 央 有 一 匹 马 。 马 走 
“日 ? 字 的 对 角 点 , 问 这 匹 马 怎么 走 遍 所 有 的 交叉 点 , 既 
不 重复 ,也 不 遗漏 ? 


тоне < et 个 


要 是 你 随意 走 , 试 试看 ,很 容易 弄 乱 。 就 是 找 出 了 
一 种 走 法 ,; 重 走 一 次 ,往往 又 会 出 差错 。 
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要 是 你 换个 眼光 来 君 , 却 变 得 简单 明白 ,不 会 乱 
奢 , 不 怕 重 复 。 原 来 棋盘 交点 的 相互 关系 ,人 和 “ 马 ” 的 
漠 法 是 不 同 的 。 在 人 看 来 是 紧邻 的 两 点 ,可 是 在 “ 马 ” 
看 来 并 不 是 近邻 。 因 为 它 从 1 到 2 ,至 少 得 走 三 步 ,而 
到 12 或 者 8 只 要 一 步 。 | 

所 以 对 这 个 问题 ,你 不 妨 丢掉 棋盘 的 形状 ,再 按 马 
的 眼光 ,另外 画 一 个 图 ， 


一 一 的 


在 这 个 图 上 ,你 就 很 容易 选 出 一 种 走 法 了 。 比 如 
说 ,可 以 从 13 走 到 10; 然 后 沿 着 内 图 走 ,10>19>22 
廊 " 都 走 到 了 ;再 转 到 外 图 , 沿 着 外 园 走 ,12>21>18 
就 把 这 二 十 五 个 点 一 一 走 到 了 。 

这 种 解决 问题 的 办 法 ,叫做 变更 问题 法 。 有 不 少 
数学 难题 ,可 以 用 这 个 办 法 来 解决 。 

举 一 个 例子 。 
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аа ^ & а, 22а, 2 66. >а, а, +а, + *** Рло= 
300, а;2+а,2 + *** +а? > 10000; Ж 1Еа, газа; > 
100. 

这 企 题 头绪 多 ,看 不 出 已 知 和 求证 之 间 ,有 什么 明 
显 的 关系 。 它 兽 难 住 了 许多 解 题 能 手 。 可 是 ,你 换个 腿 
光一 看 ,假设 al + as + as<100, 再 画 个 图 ,就 不 难 了 。 


100 100 100 
22 
_ № 


这 里 ,对 角 线 上 的 小 正方 形 面积 = а, +в, ++ 
an, 边 长 ay На, + *** + аа = 300, Жа, + ai + а, < 100}, 
把 这 些小 正方 形 都 推 上 去 ,它们 的 长 是 300; 再 依次 把 
它们 移入 左上 角 的 小 正方 形 内 , 便 可 看 出 ,它们 决 不 能 
填 满 这 个 小 正方 形 ,也 就 是 填 不 满 整 个 图 形 的 地 了 1 

再 举 一 个 例子 。 
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四 边 形 ABCD 被 对 角 线 分 成 四 个 三 角形 ， 已 知 
人 T= 但 求 证 A+ 人 V2> 人 I+ 人 I 
А р 


В С 
这 个 题 看 来 很 难 ,因为 这 是 任意 四 边 形 ,没有 什么 
可 用 的 条 件 。 要 是 你 眼光 一 变 ,用 代数 方法 来 解决 ,就 
不 难 了 。 
设 对 角 线 相交 于 O ДІ- Да, 2-4, 


全 40 _;， (高 相同 的 两 个 三 角形 的 面积 之 
AL OC 比 ， 等 于 它们 的 底 之 比 )， 
ЛЕ = 4а; 


= 一 一 一 一 一 т 


АЕ + ДЕ = = да+ (4+1) а—>2а. 
ЖИ Г. ЮМИ НН, А 
BCD 一 定 是 平行 四 边 形 ! 
你 看 ,做 题 和 的 时 候 , 有 时候 换 一 换 腿 光 来 看 ,几何 
题 从 代数 方面 想 想 ,代数 题 从 几何 方面 想 想 ,很 有 好 
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处 ,很 有 必要 ! 

用 这 种 变换 眼光 的 办 法 ， 有 时 还 能 把 一 个 非常 章 
单 的 事实 化 为 很 难 的 问题 。 

比如 在 三 角形 ABC 内 任 取 一 个 点 P,PA、PB、PC 把 ! 


А F B 
AABC=AAPB+ABPC+ACPA, 
谁 也 不 会 把 这 个 等 式 的 证 明 作 为 题目 给 你 做 。 
要 是 注意 到 面积 比 与 线段 比 的 关系 : 


ДАРВ _ PF ДВРС „РР ДАРС РЕ 
ЛАВС СЕ’ ДАВС АБ’ AABC о ВЕ’ 


把 这 三 个 等 式 一 加 , 便 是 ， 


求证 这 个 等 式 ,曾经 是 大 学 的 人 学 考试 题 。 


15 7< ЗЕ. В 09 9+ 


七 巧 板 是 我 国 的 一 种 智力 游戏 ， 已 有 一 千 多 年 历 
史 。 它 把 一 个 正方 形 分 成 固定 的 七 块 ， 就 可 以 千 变 万 
化 地 拼 出 许 许多 多 的 图 案 来 。 

这 是 一 个 很 好 的 例子 ， 说 明 在 几何 图 形 分 割 问题 
Е, 既 简 单 、 又 有 趣 的 , 要 算 正 方形 的 剪 剪 拼 拼 了 。 这 
类 问题 ， 在 生活 中 也 时 常 碰 到 。 比 如 要 把 两 块 正 方形 
的 木板 饮 一 下 , 拼 成 一 块 大 正方 形 木 板 ; 把 二 尺 长 , 三 
АЛ ВА. 

正 因为 正方 形 的 拼 剪 和 日 常生 活 关系 密切 ， 所 以 
它 的 历史 非常 您 久 。 据 说 , 古 希 器 已 会 一 些 拼 剪 法 。 可 
是 ,第 一 本 谈论 这 个 问题 的 书 , 是 十 世纪 的 阿拉 伯 数 学 
家 煞 发 写 的 。 

剪 拼 图 形 ,属于 几何 学 的 等 积 变形 。 愉 得 等 积 变形 
不 难 ， 可 拼 剪 的 技巧 可 着 实 不 简单 ! 许多 工厂 就 常常 
提出 这 样 的 问题 ， 把 一 块 金 属 板 切 成 一 些 这 种 或 者 那 
种 形状 的 零件 料 时 ， 怎 样 才 能 使 材料 的 消耗 最 少 ? 可 
见 拼 剪 技巧 ,对 工程 技术 人 员 和 工人 很 有 用 场 。 


一 个 古老 的 问题 是 : 怎样 把 三 个 一 样 大 小 的 正方 
形 ， 剪 拼 成 一 个 大 正方 形 ? 这 在 古代 是 数学 上 的 一 个 
难 原 。 第 一 个 解决 它 的 人 是 魏 发 ， 现 在 就 把 他 的 甬 拼 
法 吗 做 魏 发 前 拼 法 ， 享 有 很 高 声望 。 他 的 办 法 是 先 把 
两 个 正方 形 按 对 角 线 剪 开 ， 再 把 它 拼 剪 成 一 个 大 正方 
形 如 图 : | 


他 的 方法 确实 简便 ,真是 难为 他 想 得 出 来 ,可 惜 块 
数 多 了 一 点 ,要 九 块 。 本 世纪 初 ,英国 的 杜 德 奈 提 出 了 
更 为 巧妙 的 前 拼 法 ,从 下 页 下 图 上 看 出 ,前 拼 时 , 先 以 A 
为 中 心 ,AD 为 半径 作 圆 ， 使 DE = FG = BC。 按 照 他 的 
方法 ， 只 要 分 成 六 块 就 行 了 。 下 页 上 图 就 是 拼 成 的 大 
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正方 形 。 

你 有 兴趣 ,不 妨 想 一 想 , 看 能 不 能 找到 更 好 的 剪 拼 
法 ? 

和 许多 运动 项 目 有 世界 纪录 相 类 似 ， 岂 何 图 形 的 
拼 剪 问题 也 有 世界 纪录 ， 并 且 也 一 样 不 容易 打破 。 它 
不 断 地 引起 数学 爱好 者 .特别 是 青少年 的 关心 和 重视 。 

为 什么 剪 拼 技巧 如 此 喜人 喜爱 ? 除了 和 生产 、 生 
活 有 密切 关系 之 外 ,还 有 以 下 两 个 原因 : 

首先 , 解决 这 类 问题 , 一 般 没 有 现成 的 章法 可 循 。 
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一 个 人 可 以 充分 发 挥 自己 的 直觉 .机敏 与 创造 能 力 ,使 
自己 的 成 绩 赶 上 或 者 超过 专家 。 

其 次 ,在 大 多 数 情 况 下 ,并 不 能 证 明 现 有 的 剪 拼 法 
中 的 分 割 块 数 ,已 经 是 最 少 的 。 长 久保 持 着 的 纪录 ,有 
可 能 被 新 的 ,更 巧妙 的 剪 拼 法 所 打破 。 

目前 ,在 这 个 问题 上 的 著名 专家 ,是 澳大利亚 数学 
家 林 特 格林 ,他 是 本 世纪 打破 旧 纪 录 最 多 的 人 。 

前 些 年 ,根据 林 特 格林 系统 整理 的 结果 ,得 出 了 一 
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张 劳 拼 问题 的 世界 纪录 甫 。 

表 中 的 空白 位 置 ， 表 示 那 种 剪 拼 法 还 设 有 研究 出 
米 ; 或 者 盟 然 有 了 ,可 是 块 数 太 多 , 还 不 够 理想 。 他 预 
料 , 这 张 表 在 节 近 十 年 之 内 会 大 大 改观 , 面 腹 一 新 。 

林 特 格林 研究 出 了 两 种 正方 形 的 剪 拼 方法 : 

一 种 则 做 长 带子 法 。 例 如 要 把 一 个 拉丁 十 字 剪 拼 
成 正方 形 ， 可 以 先 把 这 种 图 形 分 别 剪 拼 成 两 对 边 平 行 
的 长 条 带 。 对 正方 形 来 说 ,是 无 需 再 剪 了 ,只 要 把 几 个 
正方 形 拼 在 一 起 ， 就 能 形成 一 条 长 带子 (图 中 用 虚线 
表示 ) 。 对 拉丁 十 字 来 说 , 照 图 中 实 线 的 前 法 ,也 能 拼 
成 一 条 长 带子 。 这 样 做 了 以 后 ,就 可 以 把 一 条 长 带子 ， 
放 在 男 一 条 长 带子 之 上 推移 ,然后 尝试 各 种 位 置 ,直到 
发 现 最 有 利 的 位 置 为 止 。 下 图 就 是 把 拉丁 十 字 甬 成 五 
块 , 再 拼 成 正方 形 的 办 法 。 


另 一 种 叫做 镶嵌 图 案 法 。 例 如 要 把 一 个 正八 边 形 
剪 拼 成 一 个 正方 形 ,就 可 以 使 用 这 个 方法 。 我 们 知道 ， 
在 正八 边 形 之 间 加 上 小 正方 形 ， 可 以 组 成 镶嵌 图 案 锁 
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满 整 个 平面 。 只 要 分 别 把 它们 画 在 透明 纸 上 ， 再 把 一 
种 图 案 放 在 另 一 种 图 案 之 上 推移 ,尝试 各 种 有 利 位 置 ， 
就 能 发 现 巧妙 的 剪 拼 法 了 。 利 用 这 个 办 法 ， 可 以 找到 
把 正八 边 形 剪 成 五 块 后 拼 成 正方 形 的 办 法 。 这 个 拼 
法 , 是 一 个 英国 人 在 1933 年 发 表 的 , 直到 今天 还 保持 
着 纪录 。 | 

用 镶嵌 图 案 法 ， 林 特 格林 又 想 出 了 把 一 个 希腊 十 
字 ， 剪 拼 成 两 个 小 的 希腊 十 字 的 方法 ， 共 剪 了 五 块 如 
ЕЖ. 

ТАВОН, ЖДЕ Ора 
эк, ЖЕ ЕЕ ОЕ А 6 НР 
(2) ,在 1957 年 发 表 后 , 一 时 议论 纷纷 , 脸 灵 人 口 。 
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两 个 面积 相等 的 多 边 形 ， 总 可 以 把 其 中 的 一 个 前 
成 有 限 块 ,再 拼 成 另 一 个 。 这 是 可 以 证 明 的 ,也 是 剪 拼 
НЕЕ ХЕ! 

可 是 ,两 个 体积 一 样 的 多 面体 ,是 不 是 一 定 能 把 一 
4 剂 成 乒 块 拼 成 另 一 个 呢 ? 这 凤 敌 和 项 尔 伯 特 第 大 问 
题 。 基 不 伯 特 的 学 生 戴 尼 回 答 了 这 个 问题 ,答案 是 不 一 
定 。 他 证 明 : 不 能 把 正四 面体 谢 成 有 限 块 渤 成 一 个 立 
方 体 ! | 
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-一 种 新 的 几何 


三 角形 三 内 角 和 只 能 等 于 180” 码 ? 

欧 几 里 德 、 获 曼 和 罗 巴 切 夫 斯 基 各 有 各 的 说 法 。 
不 仅 如 此 , 他们 还 都 能 自 贺 其 说 ,各 自 建立 了 一 套 完备 
的 几何 体系 。 只 要 其 中 一 套 ， 没有 内 在 矛盾 ЭР, 
也 不 会 有 内 在 矛盾 ! 

现在 初中 学 习 的 几何 学 ,属于 欧 几 里 德 几 何 学 , 它 
已 有 两 千 多 年 的 历史 了 。 黎 曼 和 罗 巴 切 夫 斯 基 的 几何 
学 ,只 有 一 百 多 年 的 历史 ,统称 非 欧 几何 。 它 们 在 理论 
物理 ,天 文学 等 领域 中 有 重要 作用 ,只 不 过 一 般 人 不 知 
НТ. 

非 欧 几 何 远 不 止 以 上 说 的 两 种 。 可 以 用 各 种 各 样 
的 办 法 ,来 建立 新 的 非 欧 几何 。 出 租 汽车 几何 学 , 便 是 
其 中 的 一 种 。 

出 租 汽 车 几何 学 的 英 基 人 ， 是 出 生 在 俄国 的 数学 
家 明科 夫 斯 基 ， 他 是 物理 学 家 爱 因 斯 坦 在 瑞士 读书 时 
的 数学 老师 。 下 面 , 简 单 说 一 下 这 门 几何 学 的 模样 : 

设想 有 一 座 庞大 的 城市 ， 它 的 街道 象 北京 那样 纵 
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横 交叉 ,排列 成 棋盘 形状 。 根 据 交通 规则 ,出 租 汽 车 只 
能 在 这 些 街道 上 来 回 行驶 ,不 淮 开 进 小 胡 间 里 去 ,也 不 
准 停 在 马路 当中 。 这 种 既 没 有 辐射 状 ， 也 没有 同心 加 
的 环行 路 的 城市 布局 ,可 以 用 学 校 里 常用 的 方 格 纸 ,来 
作为 它 的 模型 。 

由 图 可 见 , 只 有 方 格 纸 上 纵 横 线 的 交点 , 才 是 出 租 
汽车 可 以 停 驻 的 地 方 。 换 名 话说 ， 这 种 几何 学 是 一 种 
不 连续 的 ,或 者 说 是 离散 的 几何 学 。 

则 过 出 租 汽车 的 人 都 知道 ， 从 甲 地 到 乙 地 要 按 里 
程 收费 ,并 且 从 甲 到 乙 , 也 可 能 有 好 几 条 不 同 的 最 短路 
线 可 供 选 择 。 比 如 说 ,从 图 A В, 横 的 相距 三 条 街 ， 
詹 的 相距 二 条 街 ， 一 共有 几 条 不 同 的 行驶 路 线 呢 ? 一 
条 一 条 地 数 ,一 共有 10 条 。 


这 个 题 , 也 可 以 用 我 国 著名 的 “杨辉 三 角形 ”来 解 。 
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画 好 杨辉 三 角形 以 后 ,在 透明 纸 圭 画 一 个 2x3 的 
长 方形 ,再 把 它 套 在 杨辉 三 角形 上 ,使 A 点 与 宝塔 尖 的 
1 相 重合 ;这 时 ,B 点 落 的 位 置 ,与 10 重合 。 这 就 表示 ， 
从 A 到 B, 不 同 的 最 短路 共有 10 Ж. 


有 意思 的 是 ,不 仅 是 从 A 到 B, 而 且 从 A ЗМЕЯ 
任何 一 个 交叉 点 的 不 同 路 线 数 ， 都 能 立即 从 杨辉 三 角 
形 中 直接 读 出 。 从 这 种 意义 上 来 说 ， 它 是 一 个 好 用 的 
计数 器 。 

刚才 说 了 ,在 这 种 几何 学 中 ,两 点 之 间 的 最 短路 线 
可 能 有 很 多 。 所 以 ,以 已 知 两 个 定点 为 端点 的 * 边 ”, 可 
能 也 有 很 多 条 。 从 这 里 可 以 看 出 ， 它 和 欧 几 里 德 几何 
学 里 所 说 的 “两 点 唯一 决定 一 直线 ”的 结论 , 是 多 么 不 
同 了 ! 

在 出 租 汽车 几何 学 里 ,也 有 各 式 各 样 的 “多 边 形 ”， 
其 中 最 简单 的 是 “二 边 形 ”。 在 下 页 图 的 “三 角形 ”中 ,可 
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以 看 到 一 条 著名 的 定理 一 一 “三 角形 中 两 边 之 和 必 大 
于 第 三 边 ”, 已 经 不 成 立 了 。 你 看 ， 


ЗАВ = 2,АС= 2,ВС= 4; 

".АВ ~ АС = ВС, 

要 是 规定 ; 四 边 相 等 ,四 个 角 都 是 90° ИТИ 
正方 形 , 那 么 ,如 图 的 阶梯 形 也 可 以 出 正方 形 ;: 


你 知道 圆 的 定义 是 : 与 一 个 定点 的 距离 等 于 常量 
的 点 的 集合 。 那 么 ,在 出 租 汽车 几何 学 里 的 贺 , 又 是 什 
么 样子 呢 ? 下 面 , 举 两 个 实例 
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С. 
10, 8 

ЕН 0, РЕ А, ТЕЛ 
点 组 成 ; 右 图 的 圆心 是 0, 半径 是 生 个 单位 ， 整 个 圆 由 
十 六 个 点 组 成 。 

不 难看 出 ,在 出 租 汽车 几何 学 里 , 半径 为 z 的 圆 包 
含 4r 个 有 限 点 , 贺 周 长 是 8r 个 单位 。 更 为 有 趣 的 是 ， 
要 是 你 仍旧 采用 传统 的 表示 圆周 率 的 记号 л, 0 14 
局 长 与 直径 的 比值 ， 那 就 可 以 看 出 ， 在 出 租 汽车 几何 
学 里 ,x 的 值 不 是 3.1416 ,而 是 正好 等 于 4! 

你 不 妨 再 仔细 地 观察 一 下 上 面包 含 八 个 点 的 那个 
园 , 里 面包 含 各 式 各 样 的 内 接 正 多 边 形 ,从 二 边 形 到 正 
八 边 形 , 应 有 尽 有 。 比 如 二 边 形 ВЕ, 正三 边 形 ADE, 正 
方形 ADHE, 正 五 边 形 ABFGC, 正 六 边 形 ABDFGC, 正 
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七 边 形 ABFHGEC ,正八 边 形 ABDFHGEC。 

在 欧 几 里 德 几何 学 里 ， 两 个 不 重合 的 贺 ， 最 多 只 
可 能 有 二 个 交点 。 可 是 在 出 租 汽车 几何 学 里 ， 两 个 相 
交 的 圆 的 交点 个 数 却 可 能 多 得 多 。 下 图 ， 一 个 网 的 半 
径 是 5, 一 个 图 的 半径 是 8, 它们 的 交点 竞 有 十 一 个 之 
多 ! 


#. 
精 加 的 定义 是 :与 两 个 定点 的 距离 之 和 ,等 于 常量 
ОЖ, ЖИРЕ ДЖИ Ее, 
常量 用 2 ЖИТ. арт, ДИН. 
Е Е 
ШЫНА, НЕЮРЫ РЕ ИЖ. ЖЕ 
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的 是 ,在 右面 的 图 中 ,焦点 F 与 f' 也 是 椭 辕 上 的 点 。 
什么 是 抛物 线 ? 到 一 个 定点 (焦点 ) 的 距离 , 与 到 

一 条 定 直 线 ( 准 线 ) 的 距离 相等 的 扎 的 集合 。 下 面 的 图 

形 , 就 是 出 租 汽 车 几何 学 里 头 的 抛物 线 。 你 看 ,它们 与 


D 


Lr 
| 
| | 
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常见 的 抛物 线 ,似乎 还 有 点 相 象 ,可 不 再 是 一 条 光滑 曲 
线 了 ,而 是 表现 出 棱角 ,甚至 还 能 直角 转弯 哩 ! 有 些 性 
质 ， 与 欧 几 里 德 几何 学 里 的 抛物 线 也 大 不 一 样 。 上 页 
下 图 的 那 条 抛物 线 ,就 没有 顶点 了 1 

最 难 捉摸 的 是 双 曲 线 , 它 几乎 已 经 完全 走 了 样 , 我 
们 很 难 加 以 识别 了 。 下 面 也 举 出 两 个 例子 。 
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在 上 图 中 , 差 是 2 个 单位 ;在 下 图 中 , 差 是 8 个 单 
位 。 双 曲线 两 个 焦点 的 相对 位 置 都 是 一 样 的 ， 以 便 加 
以 对 比 。 有 趣 的 是 ， 随 着 所 取 差 的 单位 数 的 不 同 ， 一 
个 是 2, 一 个 是 8, 不 仅 双 曲线 的 形状 有 很 大 差别 ,甚至 
连 两 个 分 支 所 处 的 方位 也 完全 两 样 了 ! 


Ва Ж ОХ 70] ХЕ Яя 


春秋 战国 时 代 , 想 国 和 晋 国 连年 打仗 ,伤亡 惨重 ， 
结 下 了 和 客 仇 , 弄 得 两 国 的 人 民 , 相 互 之 间 也 都 不 信任 
了 。 在 历次 战争 中 , ЖЖ. РД, 
国人 都 害怕 楚 国 人 要 报复 。 

有 一 次 ， 三 个 楚 国 商人 和 三 个 悦 国 商人 一 起 到 寺 
国 去 经 商 。 齐 国 的 主 顾 要 求 六 个 人 同日 到 达 , 说 是 这 
样 才 好 接待 和 拍板 成 交 , 少 了 任何 一 个 都 不 答应 。 为 
此 ,他 们 只 好 结伴 同行 ,一 路 上 勾心斗角 。 

一 天 傍晚 ,他 们 来 到 了 一 条 大 河 边 。 河 水 很 深 ,他 
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们 又 都 不 会 游泳 ,河上 也 没有 桥梁 。 幸 好 岸 边 有 一 只 
小 船 , 可 是 船 太 小 了 ,一 次 最 多 只 能 渡 过 两 人 。 这 六 个 
商人 ,人 人 都 会 划船 。 为 了 防止 发 生意 外 ,不 论 在 河 的 
这 一 岸 和 那 一 岸 , 或 者 在 船上 ,都 不 允许 楚 国 的 商人 数 
超过 晋 国 的 商人 数 。 | 

请 问 ,怎样 才能 把 六 个 人 全 部 渡 过 河 去 ? 

解决 这 个 比较 复杂 的 渡河 问题 ， 可 以 采用 在 括号 
里 写 两 个 数 的 办 法 ,来 记录 河 左岸 人 数 的 变化 情况 。 
在 括号 中 的 一 对 数 ,前 一 个 表示 楚 国 商人 数 ,后 一 个 表 
示 晋 国 商人 数 。 例 如 (2,3) ,就 是 说 河 的 左岸 有 2 个 楚 
国 商 人 , 3 个 晋 国 商人 。 

开始 时 ,六 名 商人 全 在 左岸 ,采用 上 述 记 法 ,就 是 
(3,3)。 我 们 的 目的 是 要 使 他 们 全 部 过 河 , 到 达 右 岸 ， 
所 以 终极 目标 是 (0,0) 。 也 就 是 说 ,他 们 全 部 过 了 河 ， 
左岸 没有 人 了 。 问 题 是 怎样 才能 从 (3,3) ,逐步 演变 到 
(0,0) 呢 ? 

按 规定 ,有 些 情史 是 个 许可 fy。 借 如 (3,2) ,说 明 
在 左岸 的 楚 人 比 晋 人 多 ,这 就 是 不 许可 的 。 于 是 ,许可 
Я тж 

03,3), (2,3), (1,3), (0,3), (2,2), 

(1,1), (0,0), (1,0), (2,0), (3,0) 
这 十 种 。 至 于 船上 的 情况 ,因为 船 最 多 波 冰 人 ,不 会 
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生 楚 人 比 杜 人 多 的 情形 ,所 以 不 用 考 虚 。 

为 了 说 明 小 船 在 左岸 还 是 在 右岸 ， 我 们 画 一 条 横 
线 , 横 线 上 方 的 括号 里 的 数 对 ,表示 船 在 左岸 时 的 情 
况 : 横 线 下 方 的 插 号 里 的 数 对 ,表示 船 在 右岸 时 的 情 
Ф, 

要 是 从 甲 情况 可 以 一 步 演 变 到 乙 情 况 ， 当 然 这 
时 由 乙 情 况 也 一 定 可 以 演变 回去 ,就 在 甲 . 乙 之 间 连 一 
条 线 。 例 如 从 上 方 的 (3,3) ,可 以 一 步 变 到 下 方 的 (2， 
3) ,或 者 (2,2) 、(1,3) ,就 由 (3,3) 向 这 三 个 括号 各 夯 一 
条 线 。 把 所 有 与 (3,3) 相连 的 线 都 画 出 来 ,这 就 得 到 一 
张 图 : 


(3,3) (2,3) (1,3) (2,2) (3,0) (1,1) (2,0) (1,0) 


\ 


(2,3) (2,2) (1,3) (0,3) (1,1) (2,0) (1,0) (0,0) 

把 这 张 图 翻译 出 来 , 便 是 ， 

第 一 步 ,两 名 楚 国 商人 从 左岸 到 右岸 

第 二 步 ,其 中 一 人 划船 回 到 左岸 ; 

第 三 步 ， 回 来 的 一 人 与 原先 留 在 左岸 的 一 名 楚 国 
人 一 起 渡河 ， 
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第 四 步 ,一 名 楚 国 人 划船 回来 ; 

Е Л; 

第 六 步 , 一 名 楚 国 人 和 一 名 属国 人 问 来 ; 

第 七 步 ,两 名 到 国人 过 河 ， 

第 八 步 , 一 名 楚 国 人 回来 ; 

第 九 步 ,两 名 楚 国 人 过 河 ， 

第 十 步 , 一 名 楚 国 人 回来 ; 

第 十 一 步 ,两 名 楚 国 人 过 河 。 到 此 ,全 部 人 员 流 河 
完毕 。 

从 图 上 看 出 ,共有 由 种 最 好 的 渡河 办 法 ,都 是 要 流 
11 次 。 

明白 了 这 个 道理 和 办 法 后 ,你 就 不 难 解决 : 当 楚 国 
人 和 轩 国 人 各 有 六 人 ,而 小 船 一 次 最 多 可 容纳 五 人 时 ， 
只 用 七 步 就 可 完成 渡河 。 

要 是 不 限定 步 数 , 只 要 小 船 每 次 最 多 可 容纳 四 人 ， 
那 就 可 以 证 明 ,任意 数目 的 楚 国 商人 和 妓 国 商人 ,只 要 
人 数 相等 ,都 是 可 以 滤 过 河 去 的 。 

这 种 方法 ,在 数学 里 名 岂 状 态 分 析 图 。 它 在 人 工 
智能 等 学 科 的 研究 中 ,有 着 蓬勃 的 生命 力 。 

这 个 问题 里 用 到 的 图 , 连 线 是 不 带 箭 头 的 ,表示 既 
可 以 演变 过 去 ,也 可 以 演变 回来 ,叫做 无 向 图 。 下 面 要 
讲 的 ,是 有 向 图 。 
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ТК 55 15 Е #0 19 


这 是 流传 在 苏联 格鲁吉亚 的 民间 故事 。 

三 百 多 年 前 ,这 块 土地 被 一 个 凶 骏 残忍 的 大 公 统 
治 着 。 他 有 一 个 独生女 儿 , 不 但 异常 美丽 ,和 而且 心地 普 
良 , 经 党 接近 和 帮助 穷苦 人 。 好 已 经 有 二 十 岁 了 ,大 公 
把 她 许配 给 邻 国 的 一 个 王子 ， 可 是 她 却 爱 着 一 个 铁 区 
一 一 年 轻 的 海 乔 。 由 于 出 嫁 的 日子 快要 到 来 ,她 和 海 
乔 留 险 逃 到 山里 ,可 是 很 不 幸 , 给 大 公 手 下 的 人 抓 回来 
了 。 

大 公 暴 跳 如 雷 ,决定 第 二 天 就 要 把 他 们 处 死 ,命令 
手下 的 人 在 今天 夜里 ,把 他 们 关 在 一 座 没有 完工 的 阴 
本 的 高 塔 里 。 关 在 一 起 的 ,还 有 一 个 侍女 ,因为 她 曾经 
帮助 过 他 们 和 逃跑 。 

塔 很 高 ,在 顶 上 一 层 , 才 开 有 窗子 ,从 那里 跳 下 去 
维 会 粉 身 碎 骨 。 大 公 想 , 派 人 看 守 , 说 不 定 看 守 的 人 会 
同情 他 们 ,把 他 们 放 掉 , 所 以 下 令 撤 掉 一 切 看 管 ,并 且 
不 准 任何 人 接近 那 座 塔 。 

海 乔 知道 无 人 看 守 , 四 周围 又 没有 任何 人 监视 ,一 
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线 希 望 不 禁 油 然而 生 。 


他 上 顺 着 梯子 走 到 最 总 
层 , 望 着 窗外 沉思 。 

海 乔 仔细 寻找 塔 内 
有 没有 什么 东西 可 以 帮 
助 他 们 逃跑 。 不 久 ， 他 
发 现 有 一 根 建筑 工人 遗 
留 在 那里 的 绳子 ,绳子 
套 在 一 个 生 锈 的 滑轮 
上 ， 而 滑轮 是 装 在 比 窗 
五 高 一 点 的 地 方 。 绳 子 
的 两 头 , 各 系 着 一 只 得 
子 。 原 来 这 是 泥水 远 吊 
砖头 用 的 。 

海 乔 做 过 建筑 工 
人 ， 他 经 过 一 番 观察 和 
估量， 断定 两 只 公子 的 


у 载重 量 只 要 不 超过 170 


公斤 ， 两 只 管子 的 长 重 


ff 
] 相差 接近 10 公斤 .而 又 


不 超过 10 公斤 ， 那 么 ， 
管子 就 会 平稳 地 下 落 到 


地 面 。 

海 乔 知 道 他 爱人 的 体重 大 约 是 50 公斤 ,侍女 大 约 
有 40 公斤 ,自己 的 体重 是 90 公斤 。 他 在 塔 里 又 找到 
一 条 30 公斤 的 铁 链 。 他 经 过 一 番 深 思 郊 虑 ,终于 使 三 
个 人 都 顺利 地 降落 到 地 面 ,一 同 逃 走 了 。 

请 问 ,他 们 究竟 是 怎样 逃走 的 ? 

这 个 故事 很 有 趣 。 经 过 反复 试探 ,不 断 修 正 ,不 难 
解决 这 个 问题 。 

一 , 海 乔 先 把 30 АЛК ВЕЕ НР, 
就 叫 侍女 (40 公斤 重 ) 坐 在 筷 里 落下 去 ， 这 时 放 有 铁 链 
的 筷子 回 上 来 。 

二 , 海 乔 取 出 铁 链 ,让 爱人 (50 公斤 重 ) 坐 在 秘 里 落 
下 去 ,她 下 降 到 地 面 时 ,侍女 回 上 来 。 侍 女 走 出 来 后 ， 
爱人 也 走出 管子 。 

三 , 海 乔 又 把 铁 链 放 在 空 筷 中 ,再 一 次 降 到 地 面 ， 
爱人 坐 了 进去 (这 时 黎 的 载重 量 是 50 + 30 = 80 公斤 ) ， 
海 乔 (90 公 斤 ) 坐 在 上 面 的 管 里 , 落 到 地 面 后 , 受 人 走出 
上 面 的 信子 后 ,他 也 走出 筷子 。 

四 , 留 在 僵 中 的 铁 链 ,再 次 降 到 地 面 ,这 次 又 轮 到 
侍女 坐 在 上 面 的 信子 里 降落 到 地 面 ,装着 铁 链 的 德 子 
回 上 来 。 

五 , 受 人 从 上 来 的 管子 里 取出 铁 链 ,自己 坐 了 进 
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去 ,下 降 到 地 面 , 同 时 侍女 升 上 来 。 到 达 地 面 以 后 , 侍 
КЕНЁЕ, Ж ЛЕНЕ. 

六 ,侍女 再 把 铁 链 放 进 管子 ,又 把 它 降 到 地 面 , 然 
后 自己 坐 进 升 上 来 的 空 管 下 降 ,到 达 地 面 后 ,就 走出 管 
子 ,与 海 乔 和 他 的 爱人 会 合 ,一 起 逃脱 了 大 公 的 魔掌 ， 
远 走 高 飞 了 。 

怎样 找寻 逃生 的 方案 ? 也 可 以 用 图 。 

90 公斤 重 的 海 乔 ,50 公斤 重 的 爱人 ,40 АЛЕ 
侍女 ,30 公 斤 重 的 铁 链 ,分 别 用 9 ,5,4,3 表 示 。 这 四 种 
物体 ,可 以 组 成 16 种 不 同 的 情况 。 例 如 (9,5,4,3) 全 
在 塔 上 是 一 种 情况 , (9,5,4) 在 塔 上 也 是 一 种 情况 ,只 
有 (3) 在 塔 上 也 是 一 种 情况 。 通 过 滑轮 绳子 ,可 以 从 一 
种 情况 变 成 另 一 种 情况 。 要 是 甲 情 况 可 以 变 成 乙 情 

(9,5,4,3) 开始 

(9,5,4) 
(9,5,3) > (9,5) 
Ld 

(9,3) (5,4) 

(9) (5,3)>(5) 

(4,3)>( 4 ) 
(3) 成 功 
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я ,就 从 甲 向 乙 画 一 个 带 箭 头 的 线 。 

很 明显 ,要 是 从 (9,5,4,3) 到 (3) ,可 以 投 到 一 条 箭 
头 方向 一 致 的 路 程 , 海 乔 他 们 三 人 便 可 得 救 了 。 

这 个 图 和 渡河 的 图 不 一 样 , 连 线 是 带 第 头 的 。 说 
明 情 况 的 演变 有 一 定 方向 ,不 能 够 再 退回 去 。 这 种 图 
则 做 有 向 图 。 

从 图 上 可 以 看 出 来 ,有 八 种 不 同 的 方案 可 以 逃生 ， 
而 县 只 有 这 八 种 方案 。 这 就 是 图 的 方法 的 优点 。 它 可 
以 帮助 你 接 出 所 有 的 方案 ， 而 不 再 是 停留 在 摸索 和 党 
试 的 阶段 。 

高 塔 逃生 是 个 故事 , 信 不 信 册 你 。 不 过 ,下 面 所 说 
的 却 是 真 事 了 。 | 

196348 ‚Р-Н НТ АЩ 
吃香 花 " 的 程序 。 一 只 没有 生命 的 猴子 (机 器 人 ) 在 房 
ПЖ МИТЕ Ев 
ЖЕТА, ЕТА Ет К.Е Л ЗА 
ЕЖ. ЖЕРЛЕ, 2 р 
台子 和 一 块 木板 。 于 是 , 它 很 高 兴 ， 就 把 木板 架 好 ， 
走 到 台子 上 ， 伸 手 就 抓 到 了 香 蒸 。 

猴子 吃香 共和 海 乔 他 们 高 塔 逃生 ， 是 两 个 训 无 关 
系 的 问题 。 可 是 ， 海 乔 和 猴子 都 是 自觉 和 不 自觉 地 运 
用 数学 里 的 一 种 状态 -手段 分 析 法 ,来 解决 问题 的 。 
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状态 -手段 分 析 靶 ， 是 一 种 非常 重要 的 数学 方法 ， 
有 着 鞍 勃 的 生命 力 。 它 正在 你 意 想不到 的 地 方 开 花 结 
果 。 比 如 说 ， 过 去 用 人 工 方法 合成 维生素 B:， 工 作 量 
超过 一 千 人 年 ,现在 采用 状态 -手段 分 析 法 , 编 个 程序 ， 
通过 电子 计算 机 ， 只 用 六 分 钟 就 发 现 了 六 种 不 同 的 合 
成 方法 。 化 学 家 惊 呼 ， 有 机 化 学 面临 剧烈 变革 的 时 代 
已 经 到 来 ! 


116 


| nformati onl]| 


19841100010 


СУЕТЕ 
Со 
Со“ 


т о р по и р ро р т р р рои р т р р р ро и р ЕТ 
т р Я р ти р и р ро р т р ЗО О р р и р и р ЗО р и р р р и р р О ро и рУ р 
т р Я р т О р ро р и р ЗО О р р и р и ЗО р и р р р и р и р р О р о рУ р 
т р Я р ти р и р рои р р ЗО О р р ри р и и р р р и р р р р и р р р О р р 
т р то р т и р рои р т р О О р р и р и ЗО р и р р р р р и Д р О р и р р 
т р о р т В р ро р ти р О О р р ри и р ЗО р и р р р р ЗО ро и р р 
Т р о р т и рО рои р т р р р а ЕТ 


Оччо + шю огноо оО ч еч 
мя юго ч ч ч гч ч чі гч гч гч гч СЧ СЧ С 


